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TEMA 1

Espacios vectoriales

Como el concepto de espacio afin (que se introduce en el §2.1) surge como
una abstraccion de las operaciones con vectores libres en el espacio ordinario,
empezaremos haciendo uso de conocimientos de la Geometria Elemental para
introducir el concepto de vectores libres, operaciones con ellos y destacando
algunas propiedades de éstas. Ello, nos llevara al concepto algebraico de espacio
vectorial y, aunando los hechos considerados con puntos y vectores libres, al de
espacio afin.

Espacios vectoriales. Definicién y ejemplos . . . . . . . .. .. 1
Dependencia e independencia lineal. Bases . . . . . . ... .. 6
Intersecciéon y suma de subespacios vectoriales . . . . . . . .. 9
Aplicaciones lineales . . . . . . . . .. ... ... ... .... 10
Espacio dual lineales . . . . . . ... ... .. .......... 14

— e
CUs o=

1.1 Espacios vectoriales. Definicion y ejemplos

Hacemos un repaso somero sobre espacios vectoriales: definicién, bases,
aplicaciones lineales, producto escalar, etc., omitiendo las demostraciones de
la mayor parte de los hechos que exponemos, que pueden ser consultadas en
cualquier material de Algebra Lineal.

Vectores libres en el espacio ordinario

En el espacio tridimensional ordinario € se llama vector fijo a un par
—

ordenado de puntos (P,Q) y lo representamos por PQ); se dice que P es el
punto origen del vector y () es su extremo; si origen y extremo coinciden, se

— —

dice que es el vector cero: PP. De un vector fijo P(Q), se dice que tiene la
direccién de la recta determinada por Py @; que su sentido es del de P a Q; y
que su moédulo es la distancia entre los puntos P y (). El conjunto de vectores
fijos en el espacio ordinario lo representaremos por &. S

Q

— — . .
Dados dos vectores PQ) y PR, con el mismo origen,

se llama suma de ellos al vector PS = PQ+ PR, siendo

S el punto tal que PQS R es un paralelogramo. P R

Dado un vector ﬁJO PQ y un numero real A, se llama producto de A por PQ

al vector PR = )\PQ, tal que los tres puntos P, ) y R estan en una misma recta,
con P en el segmento QR o no, si A es negativo o positivo, respectivamente
— —

(si A =0, R =Py se pone A\PQ = PP). El médulo de PR es producto del
—
moédulo PQ) por el valor absoluto de A.
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2 Espacios vectoriales

Nétese que la suma de vectores fijos no es una ley de composicion en el
conjunto F de todos ellos, pues no se pueden sumar si no tienen el mismo
origen.

En el conjunto F de todos los vectores fijos del espacio ordinario se define
la relacién binaria de equivalencia ~ siguiente: g

Q

— —
PQ) ~ RS <= PQSR esun paralogramo R
P

Dos vectores que son equivalentes en este sentido, se dice también que son
equipolentes. A cada clase de equivalencia se le denomina vector libre. En

consecuencia, un vector libre es un conjunto de vectores fijos, todos ellos equi-

i
valentes entre si y se representa por ¥ = [PQ], indicando que P(Q es un repre-
sentante de todos los vectores su clase. Al conjunto de los vectores libres del
espacio ordinario lo denotamos por V.

Todos los vectores fijos nulos forman el vector libre cero. Un representante

NN —
es PP (para un punto P cualquiera) y se designa por 0.

—

Dado un vector libre ¥ = [PQ)] y fijado un punto O, existe un tnico vector

fijo de su clase con origen en O, esto es, existe un tnico punto L tal que OLQP
—

es un paralelogramo; se dice que OL es el vector posiciéon del punto L respecto

a 0.
Ocurre, entonces, que cada punto del espacio ordinario es origen de un
representante de un vector libre.

Fijado un punto O, podemos sumar vectores libres y multiplicarlos por un
numero real, sin mas que tomar su representante con origen en O. Es decir,
podemos definir las leyes de composicién siguientes:

VxV — A% RxV — 'V

(4,v) —— U+ (\d) — Au

Tomando puntos Py Q, tales que 4 = [OP] y U= [OQ] y hacer la suma
de vectores fijos: OP + OQ, que nos da un representante de la clase de la

suma de los vectores libres y que denotamos por 4+ 9. Asi mismo, )\OP es el
presentante del vector libre producto del numero real A y 4, que se denota por

AU.

Las operaciones introducidas tienen, entre otras, las propiedades siguientes:

Propiedad asociativa: Vu, v, w € V: 4+ (v+ w) = (u+ 9) + w.
Propiedad conmutativa: Vi, v €V : 4+ v = 0+ 4.
Elemento neutro: VueV, J0e€V: 0+u=u+0=1u.

— P — — — —
Elemento opuesto: Vu = [PQ] € V, 3—u=[QP] €V: —d+u =

i+ (—i) = 0.
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1.1 Espacios vectoriales. Definicién y ejemplos 3

Con estas propiedades, el conjunto de vectores libres V, respecto de la ope-
racién suma, tiene estructura de grupo conmutativo: (V,+).

El producto de un ntmero real por un vector libre goza de las siguientes
propiedades:

Distributiva respecto de la suma de vectores: A(ud+ ¥) = A\d + A\@.

Distributiva respecto de la suma de escalares: (A 4+ p)d = Ad + pa.

Asociatividad mixta: A\(pu) = (A p)d.

El elemento unidad de IR también es elemento unidad para esta ope-
raciéon: 14 = u.

Estas propiedades que verifican las operaciones hechas con vectores libres y
numeros reales nos sirven de justificacién para, por abstraccién, dar el concepto
de espacio vectorial sobre un conjunto y un cuerpo de escalares mas generales.

1.1 Definicién.- Se dice que un conjunto E, no vacio, es un espacio vecto-
rial sobre un cuerpo (conmutativo) K, si en E hay definida una ope-
racion interna (suma) +:E X E — E, (u,9) — 4+ 9, que lo dota de
estructura de grupo conmutativo, es decir, se verifica, VY, v, w € E:

1) Propiedad asociativa: 4+ (04 w) = (d+ ¥) + w.
2) Propiedad conmutativa: 4+ v = v+ 4.

3) Elemento neutro: Vu € E, J0€E: 0+ 4= ud+ 0= 4.

4) Elemento opuesto: Vi € E,3 -4 € E: —d+1u=1u

En E hay definida una operacion externa (producto) - K x E — E,
(A, ¥) — AU, verificando, Vu, v € Ey VA, u € K:

5) Distributiva respecto de la suma de vectores: A(d+ U) = A\d + .
6) Distributiva respecto de la suma de escalares: (A + p)u = A+

7) Asociatividad mixta: \(pd) = (A p)d.

8) El elemento unidad 1 de K también es elemento unidad para esta
operacion: 1i u = 1.

Generalmente a los elementos de E se les llama vectores y a los de K
escalares.

De los axiomas que figuran en esta definicion de espacio vectorial, surgen
una serie de propiedades de las que enunciamos algunas y de las que segura-
mente haremos uso posterior a lo largo de esta exposicién, aunque no hagamos
mencién explicita a ellas.

1.2 Proposicion.- En un espacio vectorial E sobre el cuerpo K, se tiene:
1) EI elemento neutro es tinico (denotado por 0).
2) El elemento opuesto de un vector es tinico.
3)A0=0, VIeK.
4) 0Oku =0, VuceE.
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Espacios vectoriales

5)(=Nu=—(\u), VAe K, VuceE.
6)Vie EVNe K,siAMu=0= (A=0xg 0
7)Vu, b€ EVA € K — {0k}, si \u=\0= u= 1.
8)Vu € E—{0},V\,u € K, si \du=pid= \=p.
9 Vu, v, weE siu+v=u+w=d="1.
1.3 Ejemplo.- Sea K un cuerpo y
K" ={(a1,...,ap) Jo, € K (i=1,...n)}

. n) . .
el producto cartesiano, Kx -+ x K. K™ es un espacio vectorial (K™, +,-)
sobre K, con las operaciones:

(a17"'7an>+(517"'7ﬁn): (al +517"'705n+ﬁn)7
AMat, ... an) = (Aag, ..., day), A € K.

1.4 Ejemplo.- Sea E= {f/f IR — IR, una aplicacio’n} y las operaciones:
(f+9)(x)=fl@)+g(x),  (Af)x)=Af(z), VAzelR

E es un espacio vectorial sobre IR.

1.5 Ejemplo.- Sea P,[X] = {p(X)/p(X) zfj pp X", pi € IR} el conjunto
k=0

de los polinomios de grado n € IN con coeficientes reales en la inde-
terminada X (po X" := po); en él definimos las operaciones:

n n n
p(X) +q(X) :]E prXF +k§0 qrL X" :k;;o(pk + qp) X",

0
Ap(X) = A Cﬁo ka’f> :kzijo(/\pk)Xk.

Pn[X] es un espacio vectorial sobre IR.

1.6 Ejemplo.- FEl conjunto de la matrices cuadradas de orden 2 con coefi-
cientes reales:

Ms(IR) = {( @i 412 )/aij eR,(i,j = 1,2)}7

as1 Q22

con las operaciones:
ai; a2 bir biz \ [ a1 +b11 a2+ bi2
+ = ;
as1 a2 ba1 b2 a1 + b2 ag2 + baa
\ a1l a2 _ Aair Aaiz . ME R,
a21 G22 Aa21  Aagz
es un espacio vectorial sobre IR.
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1.1 Espacios vectoriales. Definicion y ejemplos
1.7 Definicién.-

Un

un subconjunto FCE tal que con las mismas operaciones de E tiene
estructura de espacio vectorial

subespacio vectorial de un espacio vectorial E es

El siguiente resultado da una caracterizacién para que un subconjunto de
un espacio vectorial sea asi mismo espacio vectorial
1.8 Proposicion.-

Un subconjunto F de un espacio vectorial E, sobre K, es
un subespacio vectorial si y sélo si
Y

V\pe KVu,ve F= A+ puveF

1.9 Ejemplo.- En el espacio vectorial (IR*, +

Pues, si A\, u, x, 2" € IR, ANz, mx)+ p(z’, ma’)
Az + px’,m(Ax + px’)) € F

+, ), el subconjunto
F={(z,y9) € R? Jy = ma} = {(z,mz) /xr € R (m € R)} C R?
(recta que pasa por el origen) es un subespacio vectorial.

y = -1+3

(Az, Amz) + (px’, pma’)

 0X =0.69 OA+ 0.31 OB
o (0.69 +0.31 = 1)

Applet-Cabri http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/gl1-03.htm

no es un subespacio vectorial de (IR?, +
arbitrarios

1.10 Nota.- Sin embargo, el subconjunto (recta que no contiene al (0,0))
L ={(z,—x+3) € R* /Jx € IR},
B(b,

(b, —b + 3) son dos elementos de L, y

+,+), ya que si A(a —a+3)y
)\, 4 son dos numeros reales
Ma,—a~+3) + u(b,—b+3) = (Aa, A\(—a+3))

(kb, (=0 +3))
(Aa + b, —(Aa + pb) +3(A+ ) ¢ L
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6 Espacios vectoriales

No obstante, si tomamos sélo valores de A y p que cumplan A+ = 1,
AMa, —a+3)+u(b,—b+3) € L. Asi, podemos obtener todos los puntos
de la recta L, tomando A y u, con la condicién A\ + p = 1; es decir, a
todo punto de la recta L, le podemos asociar un par de niimeros reales

A, 1), verificando A 4+ p = 1. Esta son las coordenadas baricéntricas
§3.2) de los puntos de L, respecto a {A, B}; en particular, (1,0) son
las coordenadas baricéntricas del punto A, y (0,1) son las de B.

1.2 Dependencia e independencia lineal. Bases

1.11 Definicién.- Dado un subconjunto {4y, ..., u,} de r vectores de un
espacio vectorial E, se dice que 4 € E es combinacidén lineal de losr
vectores dados si existen A1, ..., A, € K (no todos nulos), tal que

U= AU+ + AUy

1.12 Proposicién.- El conjunto de las combinaciones lineales de los elemen-
tos de A = {1,...,14,} C E es un subespacio vectorial ACE, denomi-

nado subespacio vectorial generado por A. A esel menor espacio
vectorial que contiene a A.

1.13 Definicién.- Se dice que los vectores {4y, ..., u,} CE son Linealmente
independientes si
MU+ + MU =0=> A\ = =\, =0k.

Se dice que los vectores {uy, ..., u,} C Eson linealmente depen-
dientes si existen escalares, no todos nulos, tales que

AUy + -+ N\u, = 0.

1.14 Definicion.- Un espacio vectorial se dice que es de dimension finita,
si existe un subconjunto finito de generadores de é€l.

1.15 Definicion.- Se llama base de un espacio vectorial a un subconjunto
de vectores generadores de E y linealmente independientes.

1.16 Proposicion.- FEn un espacio vectorial de dimension finita todas kas
bases tienen el mismo niimero de elementos.
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1.2  Dependencia e independencia lineal. Bases 7

1.17 Definicidon.- Se llama dimensidn de un espacio vectorial al niimero de
elementos de una de sus bases. Si la dimension es n, se usa dimyg E =

dim E = n.
Dada una base B = {é;,...,€,} de un espacio vectorial sobre K, para
cualquier 4 € E existen n unicos escalares Ai,...\, € K, que se llaman

componentes de 4 en la base B, tales que:
U=\ é€ + -+ N\ €,

1.18 Ejemplo.- El conjunto E = {(x,y,2) € IR® /x 4+ 2y — 2z = 0}, o sea,
E={(z,y,2+2y) € R® /Jx € R,y € R}, es un espacio vectorial de
dimension 2 y {uy = (—1,1,1), 4y = (2,—1,0)} es una base.

Los vectores 47 y us son elementos de E y linealmente independientes, pues:

A(=1,1,1) + (2, —1,0) = (0,0,0) = A =0, 1 = 0.

Y si ¥ = (x,y,2) € E, entonces existen z + 2y € Ry x +y € IR tales que

1.19 Ejemplo.- En el espacio vectorial P2|X]| de los polinomios de grado 2
con coeficientes reales (ver Ejemplo 1.5) los tres polinomios p(X) =

2X2 + X +1, ¢(X)=2X?2+ X yr(X)=2X2%+2 forman una base.

Son independientes: si Ap(X) + pq(X) +vr(X) = 0 = Op,x], es decir, si
(A +2u + 20) X2 + (A + )X + (A + 2v) = 0. Entonces, 2)\ + 2u + 2v = 0,
A+ pu =0, A+ 2v = 0, que tiene como unica solucién A = y =v = 0.

Dado un polinomio cualquiera aX? + bX + ¢ € Py[X], el sistema de ecua-
ciones 2)\—|—2ﬂ—|—21/ =a,\+ = b, A\ + 2v = c tiene solucién: A = —a + 2b+c,
uw=a—>b-—rc, V—a/2—b

Asi, {p( ) q(X),7(X)} es una base de P2[X] y las componentes del poli-
nomio aX? + bX + cson (—a+2b+c,a—b—c,a/2 —b).

Cambio de base

Consideremos dos bases en E: B = {é,...,é,} y B ={é’,...,é,’}. La
matriz cambio de bases, M = (a}), de B a B’ viene dada por
& =y ale; (i=1,...,n).
j=1

SiueE— {0} se expresara por:
. n n L BT A LR g
=y z''8’ —Zx Zaej = (X a2’ |e; =% 2'¢€j,
i=1 i=1 =1 j=1 %=1 j=1
luego L Y .
& ) =y alx (j=1,...,n).
i=1
En notaciéon matricial la relacién entre las componentes del vector u, res-
pecto a las dos bases, se expresa por:

1
x! ai ad - al x’
2 ai a3 -+ a2 z'?
x" al ay -+ ap "
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8 Espacios vectoriales

Las ecuaciones obtenidas nos dan las componentes (x ( 1 ..., 2") de un vector

4 respecto a la base B, conocidas sus componentes (x’ x’™) respecto a la
base B’ y las componentes (a;,...,a?) de cada vector eZ (z 1,...,n) de la
base B’ respecto a los de la base B.

En notacion simbdlica, podemos poner las ecuaciones cambio de bases por
X = MX’, siendo X y X’ matrices columna formadas por las componentes

(z',...,2") y (2’',...,2’™) de un vector % respecto a las bases B y B’, res-

pectivamente, y M = (a]) la matriz cambio de bases, cuyas columnas son las
componentes de los €;” respecto a la base B.

Para obtener las componentes (2%, ..., 2’") conocidas las (z!,...,z") sélo

tendremos que determinar la matriz inversa de M, es decir, X' = M ~1X.

1

1.20 Ejemplo.- Sea {91 = (0,1,2),72 = (1,0,1)} otra base del espacio vec-
torial E del Ejemplo 1.18, la matriz cambio de base que permite obtener
las componentes de un vector respecto a la base {1, Us}, conocidas sus

componentes en la base {v1, U2}, es < ? 1 )

Ya que, % = (0,1,2) = 2+ (=1,1,1) + 1-(2,-1,0) = 2% + 1t y ¥ =
(1,0,1) =1-(=1,1,1) +1-(2,—1,0) = 1% + 1t,.

1.21 Ejemplo.- La base candnica en el espacio vectorial Po[X]| de los poli-
nomios de grado 2 con coeficientes reales es {1,X,X?}, entonces la
matriz de cambio de base que da las componentes de estos polinomios
respecto la base dada en el Ejemplo 1.19 es:

12 -1
-1 -1 1

1
0 -1 4
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1.3 Interseccion y suma de subespacios vectoriales 9

1.3 Interseccion y suma de subespacios vectoriales

1.22 Proposicion.- Si F y G son subespacios vectoriales de un espacio vec-
torial E, la interseccion F N G es un subespacio vectorial de E.

1.23 Definicion.- Sean F y G dos subespacios vectoriales de un espacio vec-
torial E, se llama suma de F y G al subespacio vectorial
F+G={u+ 9 /ucF,ve G}

1.24 Proposicion.- La suma F+ G de dos subespacios vectoriales de E es el

. /\/ .
menor subespacio, FU G, que contiene a FU G.

1.25 Definicion.- Sean E un espacio vectorial y F,G y H subespacios vec-
toriales de E, se dice que H es suma directa de F y G, y se escribe

F&G=HsiysdlosiF+G=Hy FNG={0}.

1.26 Definicion.- Sea E un espacio vectorial y sean F y G dos subespacios
vectoriales de E, se dice que F y G son suplementarios siF+G=Ey

FNG={0}.

1.27 Proposicion.- Sean F y G dos subespacios vectoriales de un espacio
vectorial E de dimension finita. Entonces se verifica la siguiente relacion
entre las dimensiones:

dim(F + G) = dim F 4 dim G — dim(F N G).

1.28 Ejemplo.- Si F y G son subespacios vectoriales suplementarios de un
espacio vectorial E, dim F = dim F + dim G.

1.29 Ejemplo.- Sean los subespacios vectoriales (planos que pasan por el
origen) de IR”:
H, = {(:c,y,z) € R’ /Z - 0} y Hy = {(x,y,z) € R’ /x - y};
su interseccion es la recta L = {(x,y,2) € R® /z = 0,z = y}. En-

tonces:
dim(Hl +H2) =dimH; +dimH, —dimL=2+4+2—-1=3 = dim IR3.

1.30 Nota.- Sea F un subespacio vectorial de E; se demuestra que F admite
por lo menos un subespacio G tal que F'y G son suplementarios. Existen
en general diversos suplementarios de F. La existencia de suplementa-
rios, para espacios de dimension finita, se puede demostrar usando el
teorema de la base incompleta.

Para la demostracién en general () se hace uso del axioma de eleccién
de Zorn.

(1) [17, Ejercicio 1.1] (Existencia de subespacios suplementarios)
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10 Espacios vectoriales

1.4 Aplicaciones lineales

1.31 Definicion.- Sea E y F dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K. Una aplicacion f:E — F se dice que es lineal si cumple:

F(i+9) = f(@) + f(B), fO)=A\f(4), Vi,d€EV\eEK.

1.32 Proposicion.- La condicién necesaria y suficiente para que una apli-
cacion f:E — F entre espacios vectoriales sea lineal es que:

AU+ pv) = Af(a) + pf(9), Vu,ve€ EVA\pe K.

Al conjunto de las aplicaciones lineales de E en Flo denotamos por L (E, F).

1.33 Definicién.- Sea [ € Li(E F), se denomina imagen de [ al subcon-
junto Im(f) = f(E) ={y € F /3u € E, 9= f(u)}CF y nicleo de [ al
subconjunto Ker(f) = {u € E /f(u) = 0r} = f~1(0r)CE.

1.34 Proposicién.- Sea f:E — E’ una aplicacion lineal, se verifica que:
[ ) f(Z)E) — BE’-
e Si FCE es un subespacio vectorial = f(F)CE’ es subespacio vectorial.
e Si F’CE’ es un subespacio vectorial = f~1(F’)CE es subespacio
vectorial.
e Si {uy,...,u,} CE es un sistema generador de FCE =

{f(d),..., f(d,)} C E’ es un sistema generador de f(F)CE’.

1.35 Proposicién.- Sea f € L (E, F) entonces el niicleo Ker(f) y la imagen
Im(f) = f(E) son subespacios vectoriales de E y F, respectivamente.

Sea F un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K y X un subespacio vectorial
de F distinto de E. Sea F el conjunto de los subespacios vectoriales L de E tales que
LNX ={0}. Se considera en F la relacién de orden parcial definida por la inclusién L C M.

a) Demostrar que toda parte totalmente ordenada de F admite una cota superior (véase
tomo I, pag. 33).

b) Demostrar que todo elemento maximal de F es un subespacio suplementario de X (véase
tomo I, pag. 35).

c) La existencia de un subespacio suplementario de X resulta entonces del axioma de Zorn:
si F es un conjunto ordenado tal que toda parte totalmente ordenada de F admite una cota
superior, entonces F admite por lo menos un elemento maximal.

Ver también:

Teorema 3.5.6, pag 94 en:

Daniel Hernandez Ruipérez.- Algebra lineal. Coleccién: MU (Manuales Universitarios),
25. Universidad de Salamanca. 1985.
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1.36 Proposiciéon.- Sea f € Li(E, F):
f es inyectiva < Ker(f) = {0g}.
f es suprayectiva < Im(f) = F.
f biyectiva & f~1 € Li(F,E).

1.37 Proposicion.- Si E y F son espacios vectoriales de dimension finita
sobre un mismo cuerpo K y f € Lk (E,F):
dim Ker(f) 4+ dim Im(f) = dimE.

1.38 Definicion.- Una aplicacion lineal biyectiva entre espacios vectoriales
se dice que es un isomorfismo.

1.39 Definicion.- Sean F y G dos subespacios vectoriales suplementarios de
un espacio vectorial E, F ® G = E, entonces, para cualquier v € E,
existe un uinico vector pp(¥) € F y un tinico vector pg(v) € G, tales que
b = pr(Y) + pe(v).

Las aplicaciones pr: E — E y pg: E — E reciben respectivamente
los nombres de proyector de E sobre F (paralelamente a G) y proyector
de E sobre G (paralelamente a F).

Reflexion en un hiperplano
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12 Espacios vectoriales

Algunas propiedades de los proyectores, los que llamaremos proyectores
lineales cuando tratemos proyecciones afines, debido a la primera de las pro-
piedades que vamos a citar:

1) Todo proyector es una aplicacion lineal.
2) Si pr y pe son proyectores de E sobre subespacios suplementarios F'y G,
respectivamente, entonces:

Im(pr) = F, Im(pg) =G Ker(pr) = G, Ker(pg) = F.

Pre° D¢ = pe° pr = O, pr+ pe = lg.

3) Cualquier proyector verifica que pop = p.

4) Si p:E — E es una aplicacién lineal tal que p?> = p, entonces es un
proyector de E sobre F = Im(p) (paralelamente a G = Ker(p)).

En efecto, veamos que F = p(E) y G = Ker(p) son suplementarios.

— Si w € p(E)NKer(p), entonces w = 0. En efecto, p(w) = 0y existe ¥ € E
tal que p(¥) = w. Luego, 0 = p(w) = p?(d) = p(?) = w.

()Si ¥ € E, lo podemos poner de la forma v = p(v) + (v — p(¥)) € p(E) +
Ker(p).

1.40 Definicién.- Sean F y G dos subespacios vectoriales suplementarios de
E, la simetria (o reflexion) respecto a F y paralelamente a G es la
aplicacion lineal s: E — E definida, para todo v € E, por

s(¥) = 2pr(¥) — V.

Debido a que pr + pg = 1g, también se tiene que:
(V) = pr(9) —pe(V) vy (V) =V — 2pg(9).
Una simetria s Verlﬁcéa:
S = ].E, 5|F = ].F, S|G = _]-G-

Matriz asociada a una aplicacién lineal

1.41 Proposicion.- Sean E y F espacios vectoriales de dimensiones n y m,
respectivamente, y sean B = {é,,...,€,} y B" = {€é],...,€,,} bases
de E y F, respectivamente. Una aplicacion lineal f:E — F se puede

expresar por las siguientes ecuaciones:
1 1 1

1
y2 a% a% e ag 3;2
Yy ai a5 ... a; x
m m m m n
Y al® ab* ... al x
donde (z1,...,2™) son las componentes de un vector 4 respecto de B
y (yl,...,y™) las componentes del vector ¥ = f(u) respecto de la base

B’. Las columnas de la matriz (a)

) son las componentes del vector

f(é) :gl a‘gé;- respecto a la base B’, (i =1,...,n).
j:

Con notacién abreviada, la ecuaciéon matricial de una aplicacion lineal f
se puede poner de la forma Y = MX, siendo X e Y las matrices columnas

formadas por las componentes de los vectores 4 e ¥, y M = (a]), denominada
matriz asociada a f respecto de las bases By B’.
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1.42 Ejemplo.- Consideremos en un espacio vectorial E, de dimension n,
dos bases B = {é,...,€,} y B = {é’,...,&, } y sea 1g:E — E
la aplicacion identidad (que claramente es lineal), entonces la matriz
asociada a 1g respecto de las bases B y B’ es la matriz cambio de bases

de B’ a B (ver pag. 7).

En efecto, para determinar las columnas de la matriz asociada a 1, debemos
hallar las componentes de 1g(€;) = €; en la base B’ = {é;’,..., €, }.

1.43 Proposicion.- Sean E,F y G espacios vectoriales de dimensiones n,m
v D, respectivamente, y sean B = {é1,...,é,},B = {é’,...,€n"}

y B" = {é”,...,€,”} bases de E,F y G, respectivamente. Sean las
ap]1cac1ones lineales f:E— Fyg: Fo G con matrices asociadas M

y M’, entonces la matriz asociada a la composicion g f: E — G tiene

como matriz asociada, respecto a las bases B y B”, la matriz producto
M” =M M.

En efecto, si & es de la base B, M = (a¥) =1 ... y M’ = (bz;)j:l,...p:
= m P iy
(90 £)(&) = 9(7(@) = 9(¥ aber) =% abg(@)=E af(£ vier).

Asi la entrada de la fila j y columna k de la matriz asociada a g- f es

:’Z bj ¥ que es la correspondiente entrada del matrices producto M’ M.

Cambios de base en una aplicacién lineal

1.44 Proposicion.- Sean E y F dos espacio vectorial de dimension finita,
BE y B:. dos bases de E con Mg la matriz cambio de bases de Bg a B’
(pag. 13 y BF y Bg dos bases de F con My matriz cambio de bases de
Br a Bz. Si f:E — F es una aplicacién lineal con matriz M asociada
a las bases BE v Br y con matriz M’ asociada a las bases B y Bz, la

relacién entre las matrices M y M’ es M’ = My M Mz *.

Demostracion.- Esta igualdad se obtiene sin mas que tener presente cual es
la matriz asociada a las aplicaciones identidad de 1z € L (E,E) y 1r € Lk (F, F)
(ver Ejemplo 1.42) y el siguiente diagrama conmutativo:
f

E —— F

111 I1g

11_:.10f01E
——

E F

[

1.45 Ejercicio.- Encontrar una aplicacién lineal f:IR® — IR?, cuyo ntcleo
sea el subespacio E = {(z,y,2) € R*® /x +y + z = 0} y cuya imagen
sea F = {(z,z) € R? /x € IR}. ;Cual es su matriz asociada respecto a
las bases canénica de IR® y IR*?
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14 Espacios vectoriales

Podemos tomar como base de IR®, B = {4; = (1,0,0), 4y = (1, —1,0), 13 =
(1,0,—1)}, donde 4y y 3 estdn en E (nicleo de f); y como base de IR* la
candnica, B) = {é;” = (1,0), &’ = (0,1)}. Como la imagen de todo vector, no
contenido en E, debe pertenecer a F, se tiene, en particular, que f(ud;) = (a,a),
para a € IR. Luego, la matriz asociada a f respecto a las bases B y B es

M = ( Z 8 8 ) Para determinar la matriz asociada a f, respecto a las

bases canénicas de IR®, By = {é; = (1,0,0),é; = (0,1,0),é; = (0,0,1)}, y
B;, de IR*, observemos que la matriz cambio de bases de B a B} es Mps =
1 1 1

0 -1 0 |, (jjque en este caso particular coincide con su inversall).
0 0 —1
Luego,
1 1 1
. 1 (10 a 0 0 B [ a a a
M_MIRQMMBS_<0 1>(a 0 0> 8 (1) _(1) _<a a a>‘

Para la aplicacion f que hemos tomado, se verifica:
f((z,y,2)) = a(z +y+2) (1,1), Y(z,y,2) € R’.

1.5 El espacio dual

Consideramos ahora un caso particular de aplicaciones lineales, que es
cuando el espacio vectorial de llegada es K. En este caso a una aplicacion
lineal f: E— K se le denomina forma lineal y al espacio vectorial

E'=Lk(E K)
de las formas lineales sobre E le denominamos espacio dual de E.

Si dim E = n, a una base B = {¥1,..., 9, } se le asocian las formas lineales
; o ; 0sii+#j
. v - g 7' =
QE_>K, 0('0]) 5] {181@2] )
que forman una base B* = {#',...,0"} de E*, denominada base dual de B.

1.46 Ejemplo.- En IR® se consideran las formas lineales
o1(z,y,2) = 2x — y + 3z,
wo(x,y,2) = 3x — 3y + 2,
w3(z,y,2) =4z + Ty + 2.
{01, 02,03} es una base de (IR®)*.

Ya que si Aoy + pp2 + vz = O(gs)- es decir, V(z,y,2) € R?:
A2z —y+32)+puBxr—3y+2)+v(de+Ty+2) =0.

22X+3u+4v =0, -A=-3u+T7v =0, IN+u+r=0=A=p=v=0.
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1.5 El espacio dual 15

Dadas una aplicacién lineal f:E — F y una forma lineal w € F*, la com-
posicién we f € E*. Definimos asi la aplicacidn lineal traspuesta de f o
aplicacton dual de f:

P S B, weF — Y(w)=w-feE,

que es una aplicacion lineal.

1.47 Proposicién.- Sean f,g: E — F aplicaciones lineales, entonces:
(g f)" =f 9"

Demostracion.-
(gof)'(w)=we(gef)=(weg)ef=f(weg) = f(g*Ww)) = (f og*)(uJ)-E

1.48 Proposicién.- Sea una aplicacién lineal f:E — F que tiene a A = (a!)

como matriz asociada a las bases Bg = {¥1,...,0,} de E y Br =
{ty,...,w,} de F. Su aplicacién traspuesta f*:F* — E* tiene a B =
(BY) como matriz asociada a las bases duales By = {w?,...,w"} de F*
y B = {01,...,0"} de E*. Entonces B es la matriz traspuesta de A
(B = 4).
Demostracién.-  f(%;) :knlafﬁ;k y f*(w?) :k;§1 bi@k.

ai al ak bt bl ... by
. a? a3 ... a2 5o bl b3 ... b

at a%¥ ... a’ /S

b= (@)@ = (7(8) = (£ abain) =al.
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TEMA 2

Espacios afines

Geométricamente, las rectas, las curvas, planos y las superficies suelen ser
considerados como conjuntos de puntos con algunas caracteristicas especiales,
que yacen en un espacio formado por ”"puntos”. No obstante, es natural sen-
tir inquietud por las propiedades geométricas invariantes por ciertas transfor-
maciones, por ejemplo, traslaciones, rotaciones, proyecciones, etc. Se podria
modelar el espacio de puntos como un espacio vectorial, pero esto no es muy
satisfactorio para un buen nimero de razones. Una de las razones es que el
punto correspondiente al vector cero ( ) llamado el origen, juega un papel
especial, cuando en realidad no hay razén para tener un origen privilegiado.
Otra razon es que ciertas nociones, como el paralelismo, no pueden ser tratadas.
Pero la razén mas profunda es que los espacios vectoriales y espacios afines real-
mente tienen diferentes geometrias. Las propiedades geométricas de un espacio
vectorial son invariantes bajo el grupo de aplicaciones lineales biyectivas, mien-
tras que las propiedades geométricas de un espacio afin son invariantes bajo el
grupo de aplicaciones afines biyectivas (afinidades), y estos dos grupos no son
isomorfos. Hablando sin mucho rigor, se puede decir que hay mas aplicaciones
afines que los aplicaciones lineales.

Los espacios afines proporcionan un buen marco para hacer geometria.
En particular, es posible tratar a puntos, curvas, superficies, etc., de manera
intrinseca, es decir, independientemente de cualquier eleccién concreta de un
sistema de coordenadas. Al igual que en la fisica, esto es muy conveniente para
entender realmente lo que esta pasando. Por supuesto, los sistemas de coor-
denadas tiene que ser elegido para finalmente, realizar calculos, pero uno debe
aprender a resistir la tentacion de recurrir a sistemas de coordenadas hasta que
sea realmente necesario.

Los espacios afines son el marco adecuado para hacer frente a movimientos,
trayectorias, y las fuerzas fisicas, entre otras cosas. Por lo tanto, la geometria
afin es crucial para mejorar la presentacion de la cinematica, dindmica, y otras
partes del fisica (por ejemplo, la elasticidad). Después de todo, un movimiento
rigido es una aplicacion afin, pero no una aplicacion lineal en general. Ademas,
dado una matriz A de orden m X n y un vector b € IR", el conjunto F =
{z € IR"/Ax = b} de las soluciones del sistema Az = b es un espacio afin
(Ejemplo 2.8, Nota 3.5), pero no un espacio vectorial en general. ([4, pdg. 6])

En esencia, el concepto de espacio afin es una estructura matematica que
se ide6 para ”capturar” lo que en nuestra experiencia fisica y sensorial experi-
mentamos como ” Espacio”

2.1. Espacios afines. Definiciéon y ejemplos . . . . . .. .. .. ... 17
2.2.  Subespacios afines o variedades lineales afines . . . ... ... 23
2.3. Interseccion y suma de variedades lineales. Paralelismo . . . . 25

2.1 Espacios afines. Definicién y ejemplos
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18 Espacios afines

Definicion de espacio afin

La propiedad fundamental de los vectores libres nos permite definir una
aplicacion biyectiva entre los puntos del espacio ordinario € y los vectores del
espacio vectorial V de vectores libres, de la siguiente forma: Fijado un punto P
arbitrario de €, definimos una aplicaciéon de € en 'V (biyectiva) que a cada punto

AN
@ € € le hace corresponder el vector libre ¥ = [PQ]. O bien, dado un punto
P € & y un vector v € V, existe un unico punto Q € &, extremo del vector fijo
con origen en P y representante de la clase de v. Esto lo podemos formalizar
definiendo una operacién externa sobre €, con dominio de operadores V:

pEXV—E  (P)— Q,

—
siendo ) el unico punto del espacio ordinario cumpliendo que ¥ = [PQ)].
esta operacién (V) la denotamos por ”+7:

$(P,%) =P +3=Q.

Que satisface, entre otras, las siguientes propiedades:
HVPQe€ FJoeV: P+v=0Q.
2) VP e EVu,veV:(P+u)+9=P+ (du+ 9).

Estas consideraciones en el espacio ordinario nos sirve para dar una primera
definicién de espacio afin como sigue:

2.1 Definicién.- Dados un conjunto A no vacio (a cuyos elementos lla-
mamos puntos) y un espacio vectorial E (a cuyos elementos llamamos

vectores) sobre un cuerpo conmutativo K (a cuyos elementos llamamos
escalares), diremos que A es un espacio afin asociado a E si se tiene
definida una operacién externa en A con dominio de operadores en E:
P AXE— A, (P,9) — ¢(P,9):=P+ 9
que satisface a los siguientes axiomas:
A1 VP € A, ¢p: E — A definida por ¢p(¥) = ¢(P, V), es biyectiva;
es decir: VP,Q € A, v e E: P+ v= Q.
As) Asociatividad de la ley externa respecto a la suma en E.
VP € A,Vu, v € E: ¢(P,u+ ¥) = ¢p(o(P, u), 0);
es decir: P+ (i + 9) = (P + u) + v.

La estructura de espacio afin descrita por esta definiciéon la denotamos por
(A, E, ¢) o por (A, E, +) y al vector tinico gbp (@) asociado a dos puntos P.Q €

A, por el Axioma A, lo denotamos por PQ y escribimos P + PQ Q.

Los axiomas de espacio afin los reformulamos de otras dos formas equiva-
lentes, lo cual abordamos en las dos definiciones siguientes.

(1) Para no recargar el lenguaje, en vez usar la notacién ¢<(P, 6)) para aplicar ¢ a un

elemento que un par ordenados (P, ), que parece ser lo més correcto, usamos simplemente
o(P, V).
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2.1’ Definicién.- Dados un conjunto A no vacio y un espacio vectorial E
sobre un cuerpo conmutativo K, diremos que A es un espactio afin
asociado a E si se tiene definida una aplicacion:

pAxA—E  (P,Q)— y(PQ)=PQ,

que satisface a los siguientes axiomas:
A}) VP € A,¢p: A — E, definida por ¥p(Q) = (P, Q), es biyectiva;

es decir: VP € A,VG € E, 3Q € A : 5= PQ.
AY)) VP, Q,Re A:yY(P,Q) +v¥(Q,R) =¢(P,R);

es decir: PQ + QR = PQ.

La estructura afin dada en A por esta definicién la denotamos por (A, E, 1)).
A partir de la estructura (A, E, ¢), definimos ¢: A x A — E por (P,Q) —
—

Y(P,Q) = qbl_gl(Q), que es unico vector, P(Q, dado por el Axioma A; de la
estructura (A, E, ¢). Se verifican los Axiomas A} y Aj:

Aj: Como, para VP € A, ¢p = qb]_gl, Wp es biyectiva.
Al Por el Axioma As se tiene, VP, Q, R € A:

W(P,Q) +¥(Q, R) = 65" (Q) + 65" (R) 2 671 (R) = (P, R).

Donde la igualdad central (x), surge de aplicar ¢p a la suma de vectores ante-
riores al signo igual, y aplicar el Axioma As:

op(95(Q) + 05" (R) =0 (P, 05" (Q) + 05" (R)) =6(¢(P, 65" (Q)), 65" (R))
= ¢(op(¢p"(Q)), 05" (R)) = 6(Q, 95" (R)) = ¢q (05 (R)) = R.

Asi mismo, de la estructura afin definida en A por (A, E,¢) llegamos a
la dada por la Definicién 2.1, usando el Axioma A}, para definir ¢(P,v) =

V5! (V), VP € A, € E.

Una tercer enfoque para introducir al nocién de espacio afin es el siguiente:

2.1” Definicion.- Dados un conjunto A no vacio y un espacio vectorial E
sobre un cuerpo conmutativo K, diremos que A es un espacio afin
asociado a E si, Vv € E, se tiene definida una aplicacion biyectiva:

tg A — A, Pr—t5(P),
verificandose:
A")VP,Q € A,JG € E: t3(P) = Q.
Ao ) Vu,ve E: tﬁotﬁ = t’ﬁ—i—ﬁ'

A cada elemento del conjunto
T={tz: A — A /u € E, verificindose los axiomas A;” y A"}
les denominamos traslacion de vector 4. Y denotamos por (A, E,¥) esta

estructura afin en A, que coincide con la estructura afin (A, E, ¢), ya que

t3(P) = ¢(P, %), VP € A, Vi € E.
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El conjunto ¥, de las traslaciones en el espacio afin A, es un grupo conmu-

tativo, respecto a la composicién de aplicaciones (t5= 14, tz__),l =t _z)

A partir de ahora, dadas las distintas caracterizaciones definidas de una
estructura afin, usaremos indistintamente las notaciones introducidas en la
Definicién 2.1 y en las otras dos definiciones equivalentes dadas.

2.2 Definicion.- La dimension de un espacio afin A es la dimension del
espacio vectorial E al cual esta asociado.

De los axiomas de espacio afin surgen las siguientes propiedades:

2.3 Proposicién.- Si P, (), R y S son puntos de un espacio afin A, se tienen
las siguientes propiedades:

1) PP = 0.
% —
2)PQ=0=P=Q
—
3) PQ = QP
4) PQQ =RS <& PR=QS. (Ley del paralelogramo)
5) PQ + QR + RP = 0. (Relacion de Chasles)

Demostracién.- 1) Del Axioma A}, PP + PP = PP, luego PP = 0.

2) Como PP =10 y si P—Q> = 0, se tiene que Yp(P) =vp(Q) y como (por
el Axioma Aj]) v es biyectiva, P = Q.

3) Del Axioma A}, PQ + QP = PP = 0, luego PQ = —QP.

4) Basta tener presente que PQ + QR = PRy QR + RS = QS para que
la equivalencia PQQ = RS < PR = QS se verifique.

5) Del Axioma A} se tiene que PQ+QR = PR, de donde PQ+QR— PR =
0 y de 3) de esta proposiciéon, PQ + QR + RP = 0. I

Ejemplos de espacios afines

2.4 Ejemplo.- Un espacio vectorial E es un espacio afin asociado a si mismo
(estructura afin candénica sobre E).

Basta tomar (A = E, E, +) siendo +: A x E — A la propia suma de vectores
en el espacio vectorial E. Claramente se verifican los Axiomas A; y As de
espacio afin.

Si optamos por otra de las definiciones de estructura afin dada en la pagina 19,
ponemos ¢: A X A — E, ¢(u, ) = U — .

2.5 Ejemplo.- Sean K un cuerpo conmutativo y el espacio vectorial (Ejem-
plo 1.3) E= K", en el conjunto A = K™ hay una estructura afin
canonica o estandar.

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012



2.1 Espacios afines. Definicién y ejemplos 21

Para ello basta tomar cualquiera de las aplicaciones:

P AXE—A (a1, .-y an), (U, .. up)) — (a1 + U1, ..oy + Up)
’QDZ.AX.A—>E ((al,...,an),(ﬁl,...,ﬁn))H(ﬁl—al,...,ﬁn—an)

2.6 Ejemplo.- FEn el conjunto P2[X] de los polinomios de grado 2 con coefi-

cientes reales, se define una estructura de espacio afin (P2[X], IR?,v),
definiendo

P Po[X] x Po[X] —» R®
(aX? +bX +c,aX?>+bX +¢)— (@a—a,b—b,c—c).

2.7 Ejemplo.- Sean F un subespacio vectorial de un espacio vectorial E y
a € E. El conjunto a+ F = {9 € E /v = a+ u,u € F} es un espacio
afin asoctado a F.

Una situacion particular del este ejemplo se ha presentado en el Ejemplo 1.9
y la en Nota 1.10. Este ejemplo y el siguiente son situaciones particulares de
subespacio afin o variedad lineal que se abordara en la Definicién 2.13.

2.8 Ejemplo.- Sean M es una matriz de orden m X n con coeficientes reales
y B es una matriz columna de m numeros reales. El conjunto A de
soluciones de la ecuacion MX = B es un espacto afin asociado al
subespacio vectorial E de IR", conjunto de las soluciones del sistema
homogéneo M X = 0.

En este ejemplo M X = B son las ecuaciones cartesianas de A, como varie-
dad lineal (o subespacio afin) de IR", como veremos posteriormente (3-3).

Los dos ejemplos anteriores quedan englobados en el siguiente:

2.9 Ejemplo.- Si E y F son espacios vectoriales, f € Lk (E,F), 4y € E y
vo = f(ug). El conjunto

A={acE/f(i) =70} =t + Ker(f)

es un espacio afin asociado al Ker(f).

Vamos a dar tres ejemplos [4, pag 14] de espacios afines en los que no se
pone de manifiesto (a menos de manera obvia) que su estructura es la inducida
por la del espacio afin en el que estan contenidos.

2.10 Ejemplo .- Considérese el subconjunto & C IR* que consta de los pun-
tos (x,y) que satisface la ecuacion x +y — 1 = 0; se trata de la recta
de pendiente —1 y que pasa por los puntos (1,0) y (0,1).
En L definimos la operacion externa +:L X IR — L, tal que para
cada punto (x,1 —x) € L yVu € IR,

(x,1—x)+u=(r+ul—z—u).
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IR?

\'4

Es inmediato verificar que (£, IR, +) es una estructura afin en £. Por ejem-
plo, dados dos puntos P(a,1 —a) y Q(b,1 —b) de L, el tinico (vector) u € IR
talque Q =P +uesu=>b—a.

Este subconjunto £ = {(z,1 — z) € IR? /z € IR} = (0,1) 4+ F con F el sub-
espacio vectorial {(z, —z) € IR* /x € IR}, tiene una estructura de espacio affn,
como una situacién particular del Ejemplo 2.7. También, L como subespacio
afin de IR* (pag. 23).

2.11 Ejemplo.- Sea H = {(z,y,2) € R® /& +y + z = 1}, es decir, el plano
que pasa por los puntos (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1).
Damos en H una estructura afin, definiendo la operacion
+:H x IR* — H por:
(x,y,l—x—y)Jr(u,v) - (37+u,y+v,1—a;—u—y—v).

2.12 Ejemplo.- Sea P = {(z,y,2) € R® /2> +y*> — z = 0}, paraboloide de
revolucion de eje OZ. A esta superficie se le puede dar estructura de
espacio afin, con la operacion externa +:P x IR* — P, definida para
todo punto (z,y, 2> +y2) € P y todo (u,v) € IR?, por

(z,y, 2% +y*) + (u,v) = (x + u,y + 0, (x +u)® + (y +v)?).

Estos tres ultimos ejemplos de espacio afines ponen de manifiesto que no
todos los espacios afines son obtenidos como subconjuntos de IR", con la estruc-
tura afin que la estructura candnica de IR"™ induce sobre ellos. Otros ejemplos,
que no se ajustan a este tipo de espacios afines estandar, lo dan los espacios
afines que se obtienen al quitar a un espacio proyectivo los puntos de uno
cualquiera de sus hiperplanos [, pag. 14].
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2.2 Subespacios afines o variedades lineales afines

De nuevo, las rectas y planos en el espacio ordinario o bien el Ejemplo 2.7,
nos sirven de modelo para dar la definicién de subespacio afin. Debe ser el
concepto que corresponde al de subespacio vectorial del espacio vectorial E
al cual estd asociado el espacio afin (A, E, ¢) y, por tanto, ambos se deben
relacionar mediante la aplicacion biyectiva ¢p: E — A.

2.13 Definicién.- Sean A un espacio afin asociado a un espacio vectorial E,
P € A y F un subespacio vectorial de E, se llama variedad lineal
afin (o simplemente variedad lineal), que pasa por Py de subes-
pacio director F, al conjunto

F={XcA/PX €cF}={P+%cA/6cF}:=P+F

2.14 Nota.- Obsérvese que F = ¢p(F), siendo (A, E, ¢) la estructura afin
sobre A; es decir, una variedad lineal es la imagen de un subespacio
vectorial, mediante la aplicacion biyectiva ¢p: E — A.

Dicho de otra forma, un subconjunto ¥ C A es una variedad lineal
si AP € F y un subespacio vectorial FCE, tal que ¢p(F) = F. En
realidad el punto P que tomemos en F no es relevante: podemos coger
cualquiera, como se vera en la Proposicion 2.17.

En la Proposiciéon 3.24 se da una caracterizaciéon de variedad lineal
como el conjunto que contiene a la recta que pasa por cualquier par de
sus puntos.

2.15 Definicién.- La dimensidn de una variedad lineal es la del subespa-
cio director. Las variedades lineales de dimension 0 son los puntos

(P + {0} = {P}). Las variedades lineales de dimensién 1 se lla-
man rectas; puntos contenidos en una misma recta, se dicen que
estan alineados. Las variedades lineales de dimension 2, se llaman
planos; puntos pertenecientes a un mismo plano se dicen que son
coplanartos. SidimE = n, las variedades lineales de dimension n—1
se llaman hiperplanos.

A las variedades lineales se les conoce también como subespacios afines,
la razén es que una variedad lineal FCA es un espacio afin, con la estructura
inducida por el espacio afin (A, E, ):

¢|3v~><3v~1 FxF—-F

La variedad lineal & = P + F de un espacio afin A no depende del punto P
elegido: podemos tomar otro punto () de ella para describirla; es decir:

2.16 Proposicion.- Sean (A, E,+) un espacio afin, P € A, F es un subes-
pacio vectorial de Ey Q € ¥ = P+ F, entonces ¥ = () + F.
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Demostracion.- Como Q € P + F, se tiene P—Q> €eFy —P—Q> = Cﬁ; e F.
Para probar que P + F = () + F, establezcamos la doble inclusién:

XcP+F=>PX cF=QP+PX=QX cF=XcQ+F
—_—
XeQ+F=>QX eF=>PQ+QX =PX cF=XeP+F

[

Tenemos, entonces, la caracterizacion de una variedad lineal dada por la
proposicién siguiente:
2.17 Proposicion.- Si F es una variedad lineal de un espacio afin (A, E, +)
. —
de subespacio director FCE, entonces F = {PQ € E /P,Q € F}.

Demostracion.- El que F sea el subespacio director de & significa que existe
un punto Py € ¥ tal que ¥ = Py + F.

. —_— —_—
SiP,QeF=Py+F= PP € F,P)QQ e F= PPy, + P,Q = PQ €F.
—_—
Para la otra inclusion, si w € F, el punto P = P+ u € F = PP = u =
—
ue {PQ e€E/PQ cF}. (w
Esta proposicién nos da otra definicién alternativa de variedad lineal (pos-
teriormente, daremos otra definicion equivalente en términos de coordenadas

baricéntricas (Proposicion 3.24), de la que se ha mencionado un caso particular
en la Nota 1.10):

2.18 Definicién.- Un subconjunto & de un espacio afin A asociado a un

—
espacio vectorial E es una variedad lineal si { PQ) € E /P, € ¥} es un
subespacio vectorial de E.

Para comprobar que un subconjunto & de un espacio afin A asociado a
un espacio vectorial E es una variedad lineal basta tomar un punto Py € ¥y

establecer que {PyP € E /P € F} es un subespacio vectorial de E. En efecto,
— e
{PQ € E/P,QeJF} ={PP € E/P € JF}, pues PQ = PPy + P,Q, por el

Axioma Aj.

2.19 Ejemplo.- La recta L = {(z,y) € R? Joz+y= 1} del plano afin real,
(1R2,1R2, +), es una variedad lineal L = P + L, tomando el punto P,
por ejemplo, como P = (1,0) y L = {(z, —x) € IR* /= € R} subespacio
vectorial de IR?.

De hecho cualquier recta del plano afin real es asi mismo un espacio afin,
con la estructura afin (£, L, +) que el plano afin real induce sobre ella.

2.20 Nota.- El que un subconjunto A no vacio de un espacio afin A sea una
variedad lineal se puede caracterizar (ver pag. 48) exigiendo que con-
tenga al baricentro de cualquier subconjunto de él.

Como consecuencia resulta que un subconjunto (con més de un punto)
de un espacio afin A que contiene a cada recta que pasa por dos cua-
lesquiera de sus puntos es una variedad lineal.
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2.3 Interseccion y suma de variedades lineales. Parale-
lismo

Vamos a estudiar la posicion relativa de dos variedades lineales, analizando
primero cuando tienen puntos comunes.

2.21 Proposicion.- Sean P,() € A dos puntos de un espacio afin asociado
a un espacio vectorial E;, FCE y GCE subespacios vectoriales de E =

[(P+F)ﬂ(Q+G)7A®<:>JD—c§eF+G}.

Demostracion.-
Si(P+F)N(Q+G) #0=dR€EA:Re P+FReQ+G=

_PiReF,QReG:>PQ:PR_+>RQ:PR—QR€F+G.
Si PQeF+G=3dueF,dveG: PQ=u+v=

P+4cP+F, P+4=P+((PQ-9)=Q+ (-9 cQ+G=
Ptiac(P+E)N(Q+0G) +0. =

2.22 Ejemplo.- En el espacio afin IR*, con la estructura candnica, no tienen
puntos comunes los subconjuntos:

F={(z,1,z+1t,t) € R* Jx € R,t € IR},
S={(z,5,z—1,1) e R* /Jz € R,jj € R}.

Ambos son variedades lineales (planos) vaque F=F+Fy§=Qy+G,
siendo Py = (0,1,0,0), Qo = (0,0,—1,1), y F'y G son los subespacio vectoriales
de IR*:

F={(z,0,z +t,t) € R* /Jx € R,t € R},G={(%,%,Z,0) € R* /Jx € IR,t € R}.
i 1

FNG =, pues el vector PpQp = (0 -1,-1,1) ¢F+G Ya que no se

puede poner como una suma 4 + U, con 4 = (:c O x+tt)y v=(2,9,70);

pues, el sistema de ecuaciones 81gu1ente no tiene solucion:
r+x=0, y=-1, x+t+x=-1, t=1.

Claramente, llegamos también a que FNG = &, comprobando que el sistema

de ecuaciones, formado por las ecuaciones de ambas variedades lineales (?) no
tiene solucion:
z=x+y, y=1; r—z=1, t=1.

Si dos variedades lineales son disjuntas, la unién de sus subespacios di-
rectores no generan el espacio vectorial asociado al espacio afin donde estan
contenidas; concretando:

2.23 Proposicion.- Sean (A, E) un espacio afin, F y G dos variedades Ii-
neales no vacias con subespacios directores F y G, respectivamente,

entonces:
(FNG=0=F+GSE) & (F+G=E=3NG#09).

(2) Daremos un tratamiento general sobre las ecuaciones de las variedades lineales en el
§ 3.1.
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Demostracion.- Sean P € Fy Q € G, entonces P—Q> € Eysi E=F+ G,
—
existen u € F'y v € G tales que PQ = u+ .
Q+(-9)€SyQ+ (-9 =(P+u+9)+ (-9 = P+ 4 € F; luego,
FNG#o [

Veamos ahora quién es el subespacio director de la interseccién de variedades
lineales.

2.24 Proposiciéon.- Sean F;, = P, + F;, (i € I) variedades lineales, con in-
tersecciéon no vacia, y P € ﬂ S"Z, entonces N JF; es una var1edad que

el
pasa por P y de subespaao d1rector ﬂIF
1€
NnNF =P+ N F;.
icl icl

Demostracion.-
QeP+ ﬂIFi@PQ € _ﬂIF@-@(VieI:PQ €EF) <
1€ 1€

@(ViEI:Q:P—kP—ée&Q)@QE_QISZ-. F

2.25 Ejemplo.- Dos variedades lineales P+ F y Q4+ G de un espacio afin A,
asoctado a un espacio vectorial E, de subespacio directores suplemen-

tarios (F+G=EyFNG={0}, i.e. E=F& G) tienen un tnico punto
comun.

PO EeE=F+G ™2 (P L F)N(Q+G) £ 0 =
R (P+F)NQ+G) ™= P+F)N(Q+G =R+ (FNG) =
R+ {0} = {R}.

Esto ocurre, en particular, en el caso de una recta y un hiperplano, que no
contenga a la recta, en cualquier espacio afin.

Variedad lineal generada por un subconjunto de puntos

Tratamos ahora de encontrar la variedad lineal minimal que contiene a un
subconjunto de puntos de un espacio afin, para ello usaremos el concepto de
subespacio vectorial generado (Proposicién 1.12) por un subconjunto de un
espacio vectorial.

Sean C un subconjunto no vacio de un espacio afin A, asociado a un espacio
vectorial E, y §(C) = {FCA /F es una variedad lineal y C C F}.

2.26 Proposicion.- Sean Py € C C A y F un subespacio vectorial de E
—
= [F=P+FecF(C)&VP,QeC:PQEecF|.

Demostracién- SiF =Py +FeF(C) yP,QeC=P,QecF = PQcF.

Sean F = Py + F una variedad lineal y se verifica que VP, (Q € C, P—Q> e F,
demostremos que F € F(C):

SiPeC=PPcF=PcP+F=F=93¢c3(C). [
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Como consecuencia de esta proposicién podemos afirmar:

”81 C es un subconjunto no vacio de un espacio afin A asociado a un espacio

ﬁ ~
vectorial E, C = {PQ € E /P,Q € C}, C el subespacio vectorial de E generado
por los vectores de C (menor subespacio vectorial que contiene a C) y Py € C,

entonces la variedad lineal F = Py + C es la menor que contiene a C”.

En efecto, cualquier otra variedad lineal ¥’ que contenga a C seria de la

forma 3 = Py + F’, con F’ subespacio vectorial de E que contiene a C'; luego,
FcTJ.

2.27 Definicién.- Si Py e C ¢ Ay C = {P_Cj € E/P,Q € C}, C el sub-
espacio vectorial de E generado por los vectores de C, a la variedad

lineal Py + C se le denomina vartedad lineal generada por C y la
denotamos por C = Py + C.

2.28 Ejemplo.- Por dos puntos distintos de un espacio afin pasa una y solo
una recta.

Dados dos puntos P y () de un espacio afin A, la variedad lineal generada por
{P,Q} (menor variedad lineal que lo contiene) tiene como subespacio director

el generado por { PQ}, que es de dimensién 1. Designaremos por P(Q a la recta
que pasa por dos puntos Py Q.

Este es el primer Postulado de Euclides: Dados dos puntos se puede trazar
una y solo una recta que los contiene.

Suma de variedades lineales

Si bien la interseccion de variedades lineales es una variedad lineal, no ocurre
lo mismo con la unién de variedades lineales.

Por ejemplo, sean L; = P + L; (i = 1,2) dos rectas que pasan por P € A
y tienen subespacio directores unidimensionales distintos. Si L1 U L5 es una
variedad lineal existe un subespacio vectorial Fy L; ULy = P+F. Si Py € L C

LiULs (P#P)y Poe Lo CL ULy (P # Py), PP, € F. Luego, el punto

Q=P+P P, € LiUL,. Sin embargo, Q@ = P+ PP, = P+ (PP + PP, ) no
—_— — _— —

pertenece ni a L1 ni a Lo; yaque, PPP+PP, L1y PP+ PPy ¢ Ly, por ser

—_— —

PP, PP, vectores linealmente independientes y L; y Ly son unidimensionales.
Sin embargo, si C = {P—Cj €E/PQ e L1 ULy} entonces C = P + C sies

una variedad lineal y es la menor variedad lineal que contiene a L1 U Ls.
Definimos la suma de variedades lineales como la menor variedad lineal que

contiene a la unién de ellas; mas precisamente:

2.29 Definicién.- Sean F, y 5 variedades lineales de un espacio afin A,
se llama suma de las wvartedades lineales F1 y Fy a la variedad
lineal generada por el conjunto union de todas ellas:

“~—

91“}‘3’2: ?1U3ri.
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Si las variedades lineales F; tienen subespacios directores F; (i = 1,2), el
subespacio director de F; + F5 no es F; + F5, a menos que F1 N Fy # -

2.30 Proposicion.- Sean J,JF, variedades lineales de un espacio afin A de
interseccion NO vacia, con subespacios directores F1,Fy y Py € F1NJF5,
entonces:

F1+F2=Fo+ (F1 + Fa).

Demostracién.- La variedad lineal Py + (Fy + F5) contiene a F; U Fo:
PeJF =F)+ F; CPQ+(F1—|—F2)
PeFiuF = o :>P€P0+(F1+F2)
P€?2:P0—|—F2CP()+<F1+F2)
Ahora, como F; + F5 es la menor variedad lineal que contiene a F; U Fy, se
tiene una inclusién: F; + Fy C Py + (Fy + Fo).

Para la otra inclusion, sea P € Py + (F1 + F3), entonces P = Py + (V1 + v2),
con ¥; € F| y ¥y € Fs. Se tiene que, para 1 =1, 2:

—~—
P=Py+v,c¢F, CcFIUFyC F1UTF;, =F +Fs.

e —
Luego, los vectores v; = PyP; pertenecen al subespacio director de F; + Fs;

y también ¥, + ¥y. Asi, definitivamente, P = Py 4 (91 + ¥2) € F1 + Fo. [w

2.31 Proposicion.- Sean 1 = P+ F; y F5 = Q + F5 variedades lineales de
un espacio afin A de interseccion vacia, entonces:

—~
F1+F=P+ (Fi+ Fo+ {PQ}).

—~
Demostracién.- Como P,Q € P + (Fy + Fo + {PQ}), esta variedad lineal

contiene a 1 = P+ F; y a Fy = (Q + F5 y por tanto, a la uniéon de ambas. Y
al ser F1 + F5 la menor variedad lineal que contiene a F; U Fs:

——
371+972CP—|—(F1+F2—|— {PQ})

Para obtener la otra inclusién, si F es el subespacio director de la variedad
—
lineal suma de 1 y ¥y (F1 +Fo =P+ F) y como P,QQ € P+ F= PQ € F.

T~ — T~
XeP+(Fi+F+ {PQ})=PX € F1+ F, + {PQ} =
13)_5:61+62+>\P—Q> (V1 € F1,02 € Fo, A € K)

P1 P+% €P+F CP+F= i =PP cF.
Q+v2€Q+F2CP+F:>PP2€F$v2 QP, = PP, — PQ) € F.
Luego, PX € F= X € P+ F. Concluimos que:

g

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012




2.3 Interseccion y suma de variedades lineales. Paralelismo 29

Las dos proposiciones anteriores, junto con la férmula de la dimension de
la suma de subespacios vectoriales (Proposiciéon 1.27), nos permiten obtener la
dimension de la variedad lineal suma de otras dos.

2.32 Proposicion.- Sean F, = P+ F; y F5 = Q + F» variedades lineales de
un espacio afin A, entonces:

Si Sflﬁ"fg %@, d1m(9’1 —|—3:2) :dlmffl—l—dlmﬂ'"g—dlm(ffl ﬂ?g)
SiFiNFy =g, d1m(3"1+3"2) :dlmffl—i—dlm&'"g—dlm(FlﬂFg)—l—l

Demostracion.- La dimensiéon de una variedad lineal es la de su subespa-
cio director; asi, si 1 N Fy # J, por Proposicién 1.27, Proposicién 2.24 y
Proposicién 2.30:

dim(ﬂﬁ + ?2) =dimJF; +dimFy — dim(ffl N 972)

Si F1 NTFy = I, por la Proposicién 2.21, se tiene que P—Q> ¢ F1 + Fy; y por
la Proposicién 2.31, dim(F; 4+ F2) = dim(F; + F3) + 1; por tanto:
dim(ﬂ’l—i—ffg) :dimfﬂ+dim3’"2—dim(FlﬂF2)—|—1. [l

Variedades lineales paralelas

2.33 Definicion.- Se dice que dos variedades lineales, ¥ = P+F y G = (Q+G,
son paralelas (se designa F||G) si FC G 6 GC F.

2.34 Definicion.- Se dice que dos variedades lineales, ¥ = P4+F y G = (Q+G,
se cruzan siFNG =2 y FNG={0}.

2.35 Ejemplo.- FEn espacio afin ordinario:
— Dos rectas son paralelas si sus espacios directores coinciden.
— Dos planos son paralelos si sus espacios directores coinciden.
— Una recta y un plano son paralelos si el subespacio director de la
recta estd contenido en el subespacio director del plano.

2.36 Ejemplo.- Dos rectas distintas en un plano afin son paralelas o tienen
un unico punto comun.

Sean L1 = P+L; y Lo = Q+ Ly dos rectas (variedades lineales de dimension
1) de un plano afin A (dimA = 2) asociado a un espacio vectorial E. Si
LilfLo=L1NLy = {5} y L1 + Lo = E. Luego L; y Ly son suplementarios y
del Ejemplo 2.25, se sigue que tienen un sélo punto comun.

También podemos verificar este hecho, usando las féormulas 2.32 de la di-
mensién de la suma de variedades lineales. Supongamos que las dos rectas no
se cortan, entonces dim(Ly + L9) = dim Ly + dim Ly — dim(L; N Ly) + 1 =
3 —dim(L; NLy). Por tanto, dim(L; NLy) > 1, pero como dim Ly = dim Ly = 1,
ocurre que dim(L; N Ly) = 1, es decir, Ly = Ly = L1]|Lo.
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2.37 Ejemplo.- En un espacio afin tridimensitonal un recta y un plano no
paralelos se cortan en un unico punto.

2.38 Ejemplo.- Dos variedades lineales paralelas o no se cortan o una esta
contenida en la otra.

Sean ¥ = P+ Fy G = (@ + G dos variedades lineales de un espacio afin A
tales que F||G.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que dim ¥ < dim §. Probar:

FI§g= (Fng=0 & FC9),
es equivalente a probar que:
FISy FNg#Fo=3FCG.
Como F||G, se tiene que F C G; y que F NG # & (por la Proposicién 2.21)
— —

implica que PQ € F+ G. Se sigue, entonces que PQ € G.
Luego, para probar que ¥ C G, tomamos un punto arbitrario X € P + F:

XeEP+F=PX=PQ+QXeFCG=QX=PX-PQecG=XecQ+F.

2.39 Ejemplo.- Sea F = P + F una variedad lineal de un espacio afin
A, dimTF =r y Q € A, entonces existe una unica variedad lineal F de
dimension r, que pasa por ) y es paralela a F.

Basta tomar la variedad lineal 3 = () + F. Esta variedad lineal es unica,

ya que si existiera otra 37 = () + G paralela a F y de dimensién r, se verificara
que F=G. (Si Q € F, entonces F = F).

2.40 Ejemplo.- Dados una recta y un punto en un espacio afin, por el punto
pasa una unica recta paralela a la dada.

2.41 Ejemplo.- Dados un plano y un punto en un espacio afin, por el punto
pasa uno y solo uno paralelo al dado.
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TEMA 3

Coordenadas en un espacio afin.
Ecuaciones de una variedad lineal

Un ente de gran utilidad en espacio vectoriales es una base, formada por
vectores independientes; el correspondiente concepto en espacios afines es el de
una referencia formada por un subconjunto de puntos, para lo cual necesitamos
introducir la nocién de dependencia e independencia de puntos.

Introduciremos dos tipos de referencias en un espacio afin: cartesiana y
baricéntrica. La segunda es intrinseca en los espacio afin, en el sentido de que
s6lo involucra puntos; sin embargo, la primera necesita vectores del espacio
vectorial al cual estd asociado. Ambas referencias, nos permitiran introducir
coordenadas y por tanto, a efectos practicos, poder enfocar el estudio en la
geometria afin manipulando relaciones algebraicas con escalares concretos. Por
ejemplo, expresando la condicién que un punto esté en una variedad lineal
mediante el hecho de que sus coordenadas satisfagan a un sistema de ecuaciones
lineales.

3.1. Coordenadas cartesianas en un espacio afin . . . . . . . .. .. 31
3.2. Coordenadas baricéntricas en un espacio afin . . . . . .. .. 37

3.1 Coordenadas cartesianas en un espacio afin

Coordenadas cartesianas

3.1 Definicién.- Una referencia cartesiana en un espacio afin (A, E, +)
de dim A = n, consiste en fijar un punto O € A (llamado origen) y una
base {€1,...,€,} de E y la indicamos por: R ={0;éy,...,€é,}.

A las rectas que pasan por O y tienen la direccion del vector €, le de-
nominamos k—ésimo eje de la referencia 'R o k—ésimo eje coordenado.
Llamamos coordenadas cartesianas de un punto X € A en la refe-

rencia R a las componentes (z!,. .., x2") de OX en la base {é,...,€e.}.
Por notacién, para indicar que (z!,...,2") son las coordenadas cartesianas

de un punto X, escribiremos X (z!,...,z").
Conocidas las coordenadas cartesianas, en la referencia {O; éy,..., é,}, de
dos puntos P(z!,...,2") v Q(y',...,y"), las componentes del vector P—Cj
respecto de la base {&,...,&,} son (y! — !, ...,y" — 2"), ya que P_Q> =

(TQ—(ﬁz(yl—:cl)él—l—---—l—(y”—a:”)é'n.
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32 Coordenadas en un espacio afin. Ecuaciones de una variedad lineal

Vamos a obtener las expresiones del cambio de coordenadas respecto a dos
referencias cartesianas.

Sean R = {P;uy,...,U,} y R ={Q;v,...,v,} dos referencias cartesianas
en un espacio afin A y sean (q',...,q") las coordenadas de Q respecto a R
y M = (al) la matriz cuyas columnas son las componentes de los vectores
respecto a la base {y, ..., U,}, es decir:

PQ=q u+ -+ q"ty, v, =Y aju; (i=1,...,n).
J=1

Tomemos un punto X € A con coordenadas cartesianas (z1,...,2") y

(zl,...,Z") en las referencias R y R, respectivamente, esto es:
—

PX =xu + -+ 2"u,, QX =z v+ +x"0,.

Entonces,

Como PX = PQ + QX , se tiene:
=g 43 dz (j=1,...,n).
i=1

En notaciéon matricial la relacién entre las coordenadas cartesianas del punto
X, respecto a las dos referencias, se expresa por:

x! q1 a% a% ce a}l z!

x? q2 a% a% XK afl 72
: = : +

x" q" at ay - apn "

Las ecuaciones obtenidas nos dan las coordenadas cartesianas (z!,...,z") de
un punto X respecto a la referencia R, conocidas sus coordenadas cartesianas
(zl,...,Z") respecto a la referencia R, las componentes (a;,...,a?) de cada vec-
torv; (i =1,...,n),delabase {v1,..., ¥, }, respecto a los de la base {1, ..., U,}
y las coordenadas cartesianas (¢, ..., ¢") del punto @ respecto a la referencia R.

En notacién simbdlica, podemos poner las ecuaciones cambio de referencias

por
1y (1 O 1
X) \Q M X))’

siendo X y X matrices columna formadas por las coordenadas cartesianas

(b, ..., 2") y (z!,...,2") de un punto X respecto a las referencias R y R,

respectivamente;  la matriz columna formada por las coordenadas cartesianas
(¢',...,q") del punto @ respecto a la referencia R; M = (a!) la matriz cambio
de bases de {u1,...,4,} a {¥1,...,3,}; y donde 0 indica un matriz fila con n
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3.1 Coordenadas cartesianas en un espacio afin 33

Cceros:
1 1 0 O 0 1

1 1 1 1 1 ~1

x2 q2 a% a% ag xz
T — | ¢ af a3 a:, T

n n n n n ~ T
x q" a aj a,, z

Ecuaciones paramétricas de una variedad lineal en coordenadas
cartesianas

Sean (A, E,+) un espacio afin de dimensién n, R = {O;é,...,€,} una
referencia cartesiana y F una variedad lineal contenida en A, de subespac1o
director FCE y que pasa por un punto P € A (F = P + F).

Supongamos que dimF = r, que {u1,...4,} es una base de F, vectores
independientes, y

Si X € 7, existe un tnico ¥ € F, tal que X = P + ¥. Sean (z!,...,2")

y (pt,...,p") las coordenadas cartesianas de X y P, respectivamente, en la

referencia R, y (A,...,\") las componentes de ¥ en la base tomada en F, es

decir, v = fj N u;, entonces la variedad lineal J es el conjunto de puntos cuyas
j=1

coordenadas cartesianas en la referencia R se ponen en la forma:

1 =p1+)\1a%+)\2a%+~--+)\ra}n
P=p*+Maf+ Naj+ -+ N} (3-1)

Estas relaciones son las ecuaciones paramétricas de la variedad lineal
respecto a la referencia R.

3.2 Nota.- Los escalares (A\!,...,\"), de las ecuaciones (3-1), son las coor-
denadas cartesianas de los puntos de la variedad lineal & (espacio afin
(F,F,+)), respecto a la referencia cartesiana {P; y,...,u,} en &.

En el caso de que se tenga un sistema de generadores {v1,...,3,,} (m >
r = dim ¥) del subespacio vectorial F con

5= bi&  (j=1,...,m),

IMs

1

7
un punto X = P + ¥ € F se expresa en coordenadas por:

V= pl 4 ptoy 4+ P05 + -+ by,
2 =p® 4 ptbi 4 b + -+ pmby, (3-2)

a™ = p" 4 p' bt 4 pby 4 - + "oy,
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— m y — . . . .
siendo v =Y p’v;. En esta circunstancias, no hay una correspondencia biyec-
Jj=1

tiva entre las m-uplas (u!,...,u™) y los puntos de F. Pero si debe verificarse
que el rango(b;) = r = dim F.

3.3 Ejemplo.- Las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por un

punto P, de coordenadas cartesianas (p*,...,p"), y de subespacio di-
rector generado por ¥ (vector director de la recta), de componentes
(vl,...,0™), son:

el =pt 4+ l, 22 =p2 4+ 2%, 2" = p" + Ao
Que podemos escribir, eliminando el pardmetro, en la forma:
Z’l—pl $2—p2_ :En_pn

ol 2 L
y se conoce como ecuacton continua de la recta.

Ecuaciones cartesianas de una variedad lineal

Las ecuaciones paramétricas de un variedad lineal de dimension r (3-1), en
las incégnitas A!,..., A", han de tener solucién tnica, para lo cual el rango de
la matriz de coeficientes, rango(aﬁ) = r, ha de coincidir con el de la matriz
ampliada con los términos independientes (de n filas y r + 1 columnas); por

lo que, una vez tomado un menor de orden r distinto de cero, en esta matriz,
cualquier otro de orden r 4+ 1 ha de ser nulo. Esto da lugar a un sistema de

n — r ecuaciones lineales en las variables z!, ..., 2™
ajrl + .. +alzm = gt
2.1 2.mn _ 32

ajrt + ...l +azz" = (3-3)

Estas son las ecuaciones implicitas o ecuaciones cartesianas de la
variedad lineal J.

3.4 Ejemplo.- La ecuacion cartesiana de un hiperplano (variedad lineal de
dimension n — 1 en un espacio afin de dimension n) es

arzt + - 4 anz™ = 8.

En particular, la ecuacién cartesiana de una recta en un espacio afin bidi-
mensional es:

ax + by +c =0,
donde (x,y) son las coordenadas cartesianas de puntos del plano afin.

En el espacio afin tridimensional, la ecuacién de un plano es:
ax + by +cz+d =0,
donde (x,y, z) son las coordenadas cartesianas de puntos del espacio afin.
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3.1 Coordenadas cartesianas en un espacio afin 35

3.5 Nota.- Como generalizacion del Ejemplo 2.8 a un espacio afin cualquiera,
un sistema de ecuaciones lineales M X = B son las ecuaciones de una

variedad lineal, donde X representa una matriz columna formada por

las variables (x!,....z™). coordenadas cartesianas de un punto X de
) ) 9

un espacio afin A de dimensién n, M es una matriz de m filas y n y
B una matriz columna, ambas con coeficientes en K. Su dimension es
n — rango M.

Coordenadas homogéneas respecto a una referencia cartesiana

Consideremos en un espacio afin (A, E, +) de dimensién n, una referencia
cartesiana R = {O; €1,...,€,}.

3.6 Definicién.- Sea X € A, con X (x',...,2™) sus coordenadas cartesianas
respecto a la referencia R, se definen las coordenadas homogéneas de

X, respecto a R, a lan + 1-upla de escalares (€Y,£Y,..., &™) tales que

40 2 =S e (3-4)
xr = o " = o -
Con esta condiciones, es claro que si (£2,¢&1,...,£") son las coordenadas

homogéneas de un punto X, también lo son (A0, \EL, ... AE™), para A # Og;
por lo que, denotamos las coordenadas homogéneas de un punto X, respecto a
una referencia R, por:

X gt g,

para indicar que se pueden tomar como coordenadas homogéneas del punto X
esta (n + 1)—upla o cualquier otra (n + 1)—upla proporcional.

Existe un representante canénico de las coordenadas homogéneas de un
punto X de coordenadas cartesianas (z!,...,2"), que es

(g :at: - a™)

Si (% : 2! : .- : 2™) son las coordenadas homogéneas de un punto, sus
1 n
coordenadas cartesianas son (x—o, e ac_0> :
x x

En el plano afin, si un punto tiene coordenadas cartesianas (z, y), denotamos
sus coordenadas homogéneas por (z° : z! : 22), con 2% # 0,2 = 2'/20 e
y = 2% /2°.

En el espacio afin tridimensional, si un punto tiene coordenadas cartesianas
(x,y, z), denotamos por (20 : 2! : 22 : 23) sus coordenadas homogéneas, con
20 £ 0,0 =2t /20 y=2%/2" y 2 = 23 /2.
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Ecuaciones homogéneas de una variedad lineal

A partir de las ecuaciones cartesianas (3-3) de una variedad podemos ob-
tener sus ecuaciones homogéneas, usando la relacién (3-4) que existe entre las
coordenadas cartesianas y homogéneas:

oz’ 4+ azt + -+ apz™ = 0
oz%aco + a%xl + - 4 oz%:z:” = 0 (3-5)
ag™"2®  + T2t o+ o 4 el =0,
donde (2% : 2! : --- : 2™) son las coordenadas homogéneas deducidas de una

referencia cartesiana.

Puntos del infinito asociados a una referencia cartesiana en el es-
pacio afin real

Sea (A, IR"™,+) un espacio afin real de dimensién ny R = {O;éy,...,€,}
una referencia cartesiana: todo punto X € A tiene unas coordenadas carte-
sianas (z1,...,2") respecto a esta referencia, y unas coordenadas homogéneas,
deducidas de ellas, (€°,&%,...,€"), €2 # 0. Consideremos la recta L que pasa
por un punto P(pl,...,p") y de direccién la determinada por el vector ¥ # 0,

de componentes (vl,...,v") respecto a la base {&éi,...,8&,}. Las ecuaciones
paramétricas de L son:

et =pt+ ol 22 =p? + M2, . 2™ =p" + o™

Si recorremos la recta L a partir del punto P, alejandonos indefinidamente,
para valores de A tendiendo a infinito, obtendremos una n—upla con alguna
de sus componentes que no son numeros reales. Se trata de solucionar el pro-
blema de asignar al punto del infinito unas coordenadas reales; lo que podemos
solucionar acudiendo a las coordenadas homogéneas.

Un punto genérico de la recta L, distinto de P, tiene por coordenadas
homogéneas, para A # 0:

(L:p! + At p? + A% p™ + X)) = Ly +v1-p—2 +v2-—---p—n + "

. . SRR X ) ST :
Que cuando A — oo, tiende a la (n + 1)-upla (0 : v! : 9% : .- : v™) de niimeros
reales, que no constituyen las coordenadas homogéneas de ningin punto de
espacio afin A, pues la primera componente es nula.

Anadiremos un punto a los de A, llamado punto del infinito de la recta
L cuyas coordenadas homogéneas, respecto a la referencia R, son:

3.7 Nota.- Las coordenadas homogéneas (0 : v : v? : --- : v™) del punto

del infinito de la recta L coinciden con las del punto del infinito de
cualquier recta paralela a ella. Ya que otra recta paralela a L tiene de
vector director el vector Av (A # 0).
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La ecuacién de un hiperplano (variedad lineal de dimensién n — 1) tiene por
ecuacion en coordenadas homogéneas:

apr’ + a1zt + -+ ax™ =0,

con agp,ai,...,a, nimeros reales. Como los puntos del infinito de las rectas
del espacio afin real, verifican la ecuacién:

se dice que constituyen el hiperplano del infinito.
Pertenecen al hiperplano del infinito los puntos del infinito de las rectas
que pasan por el origen de coordenadas O y tienen la direccion de los vectores

que forman parte de la referencia cartesiana {O;éy, ..., €,}. Ellos tiene por
coordenadas homogéneas:
0:1:0:---:0), (0:0:1:---,0), ... ,(0:---:0:1).

En el caso del plano afin real tridimensional con coordenadas de sus puntos

(z,y), respecto a una referencia cartesiana, y con coordenadas homogéneas

asociadas (20,21, 22), la recta del infinito, tiene por ecuacién:

En el espacio afin real con coordenadas de sus puntos (z, y, z), respecto a una

referencia cartesiana, y con coordenadas homogéneas asociadas (2, !, 22, 23),

el plano del infinito, tiene por ecuacion:

3.2 Coordenadas baricéntricas en un espacio afin

Las coordenadas cartesianas que se han introducido en §3.1 estan definidas
partiendo de antemano de una base del espacio vectorial al que el espacio afin
estd asociado; lo mas natural es que se parta de ciertos puntos en el espacio
afin para definir coordenadas, lo cual tiene mas caracter intrinseco. Necesita-
mos primeramente introducir los conceptos de dependencia e independencia de
puntos.

Dependencia (afin) de puntos

3.8 Definicion.- Los puntos Py, Ps, ..., P, de un espacio afin A, asociado a
un espacio vectorial E, se dice que son linealmente independientes

si los vectores PPy ,...,P;P;_1,PiP;+1,...,P;P, son linealmente in-
dependientes en E, para algin i € {1,2,...,m}.

Para que esta definicién sea consistente, no puede depender del punto P;
elegido. Esto queda resuelto en la proposicién siguiente:
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3.9 Proposiciéon.- Dado un espacio afin (A, E, +), sea {Py,...,P,} C A.

—_——
Si i € {1, 2,... ,m} tal que {PzPJ }j:1,2,...,i—1,i+1,...,m es un conjunto
de vectores independientes, entonces

-
Vke{1,2,...,m} : {Pk:Pj }j:l,Q,...,k—l,kz—l—l,...,m
es un conjunto de vectores independientes.

Demostracién.- Sin pérdida de generalidad, podemos tomar ¢ = 1 (reorde-

. . _— > _— .
nando los puntos si es necesario) y que { Py Py, P, Ps, ..., P, P, } sea un conjunto
de vectores linealmente independientes. _

Sea k € {2,3,...,m} y supongamos que existan {M};—12 . k—1k+1,...m
escalares tales que:
m — —
Z )\ijPj =0
(G2k)

Ya que PkPJ = PkP1+P1Pj,

> )\]Pkpj =X N PPy + > )\Jplpj =
(k) (k) b
m N\ T m L — -
(£ N)PPi+ S NP =0,
(;;Ilc) (ﬁi)
—_— —
Como {P, P, PiPs,...,P;P,,} es un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes:
N=o= A o (5 M) = AR = = = 0
(k)
De donde se deduce que también \' = O. I

El siguiente resultado nos da otra caracterizaciéon de puntos independientes.

3.10 Proposiciéon.- Dado un espacio afin (A, E,+), {P1,..., Py} C A esun
conjunto de puntos linealmente independientes si y solo si

M Nipp A m 1 m
VPeAY NPP, =0\ +-- -+ AX"=0g =X =---=\"=0g.
i=1
Demostraciéon.- Supongamos que Py, ..., P, son linealmente independien-
tes, o sea que P, P, P, P3,..., PP, son linealmente independientes.

N A
Si PP, +--- 4+ \"PP, =0y M +--- 4+ X" = 0g, se tiene que:

(=A2 — ... = A\™)PP| + \2PP, +--- + \"PP,, =
= A2(PP, — PP))+ -+ A\"(PP,, — PP|) =
= MNP P+ 4+ AP, P, =0
PPy, ..., PP, independientes ¢ = AL =A== X" = 0.
M4 A =0k
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/ . - e — - .

Reciprocamente, partimos de A\*P; Po+- - -+ A" P, P,,, = 0y vamos a deducir
que todos los escales son nulos; con lo que los vectores P Ps,..., PP, son
linealmente independientes; es decir, los puntos P, P, ..., P,, son linealmente
independientes.

Para un punto arbitrario P € A:
—_— —_—

m L m . m > m — —
> NPP; =y, X'(PP; —PPy)=—(x \')PP, +3x X'PP; = 0.
i=2 i=2 1=2 i=2
Como se verifica que la suma de los coeficientes que aparecen en esta com-
binacién lineal es cero, todos son nulos; es decir, A2 = --- = \™ = Q. I

3.11 Nota.- En un espacio afin de dimensién n, el niimero maximo de puntos
linealmente independientes es n + 1.

3.12 Nota.- Una propiedad notable de la independencia de vectores 1, . . ., U,
de un espacio vectorial es que si ¥ es combinacién lineal de ellos

—

m
¥ = Mfuy, entonces los escalares A!,..., A\™ son tnicos. Un re-
k=1
sultado similar se tiene para puntos independientes en un espacio afin
(con notaciones que introduciremos posteriormente):

En un espacio afin (A, E,+) se dan los m+1 puntos Py, Py, ..., P,
sea X € A y supongamos que X :g NePy. con

k=0
LY 0 1 m - AT an
s> A¥ = 1. Entonces, los escales \°, A", ..., A\ son unicos si solo si
k=1
los puntos Py, Py, ..., P, son linealmente independientes
Baricentro

3.13 Definicién.- Se llama baricentro de los puntos Py, ..., P, afectados

de los "pesos” (las masas o los escalares o los coeficientes) at,...,a™ €

K, tales que o' + --- + a™ # Ok, al punto B determinado por

S a*PP
% % U
— Ozlppl +---4+am™PP,, 121 @ K
PB = 1 m - m )
e S ok
k=1

donde P es un punto cualquiera de A.

En esta definicién no tiene relevancia el punto P tomado. En efecto,
tomemos otro punto () entonces si

> afQP;
W k=l
> ak
k=1
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se debe tener que B = B’.
Para k= 1,...,m se tiene que PQ) = PP, — (P, y ademas,
BB’ = BP+ PB’ = BP+ PQ + QB = PQ + QB’ — PB, entonces:

m k — — m k D
N > o« (QPk; —Ppk) (Z (0} )QP
BB’ = PQ + - —PQ+"=L  —PQ-PQ=0.
> ak > ak
k=1 k=1

— -
Por tanto BB'= 0= B = B’.

Una primera propiedad del baricentro es la ”homogeneidad”: no cambia el
baricentro si se multiplica todas los ”pesos” por un mismo factor A # 0.

Si los ”pesos” al,...,a™ que afectan a los puntos P, ..., P,,, verifican que

al 4 .-+ a™ = 1y, su baricentro es el punto tal que
— 1= mea
PB=a PP, +---+a"PP,,,

y como no depende del punto P, se conviene en utilizar la siguiente notacion
para el baricentro B de Py, ..., P,, afectados de las "pesos” o', ..., a™:

B=a'P 4 ---+a™P,. (3-6)

Tomando B = P en la Definicion 3.13, se obtiene esta nueva definicién de
baricentro:

3.13’ Definicidén.- Se llama baricentro de los puntos Py, ..., P,, afectados

de los "pesos” o, ..., a™, escalares tales que o' + -+ o™ # Ok, al

punto B determinado por

E—— —

1—)
a'BP, + - +a™BP,, =

3.14 Nota.- Puede ser conveniente, para tratar el concepto de baricentro,
introducir la nocién de puntos ponderados, como un par (P, «), P € A

y a € K; entonces, decir que B es el baricentro de la familia de puntos
ponderados {( Py, ak)}kzl,m,m.

3.15 Nota.- En general, si no se especifican ”pesos”, se supone que todos

son iguales. Y por tanto, B es el baricentro de P, ..., P, si y sélo si
—_ﬁ —
S BP, = BP, +---+ BP,, = 0.
k=1
Sim = 2, el baricentro se dice que es el punto medio de los punto P; y

P,. Para m = 3 se llama baricentro (o centroide) del triangulo Py Py Ps.

En estos casos particulares el cuerpo K no puede ser de caracteristica
2 o 3, respectivamente.

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012



3.2 Coordenadas baricéntricas en un espacio afin 41

Otra propiedad del baricentro es la ”asociatividad”: el baricentro se puede
calcular reagrupando puntos, es decir introduciendo baricentros parciales.

Por ejemplo, si D es baricentro de {(A, «), (B, 3)} (con a+ 3 # 0) entonces,
el baricentro de {(4, a), (B, ), (C,v)} es el baricentro de {(D,a + ), (C,7)}
(a+ B+~ #0).

3.16 Ejemplo.- En el plano afin real podemos ilustrar la construccion grdfica
del baricentro P de los puntos ponderados (A, 3),(B,2) y (C,1), deter-
minando primeramente el baricentro de los puntos ponderados (B,2) y

(C,1); serd un punto A’ en la recta BC' tal que 2A’B +1A’C = 0, o
s

—
sea A’C = —2A’B, es decir, A’ es el punto mds cerca de B que resulta
al trisecar el segmento BC'. Luego, se determina el baricentro P de los
puntos ponderados (A,3) y (A’,2+1), que es el punto medio de A y A’.

A , B
C
Applet-Cabri http: //webpages.ull.es/users/amontes/cabri/g1-07.htm

Para determinar el baricentro P de los puntos ponderados (A4, 3), (B,2) y
(C, 1), podemos empezar con cualquier par de puntos, y el resultado final serd
el mismos punto; asi, por ejemplo, sea B’ el baricentro de (A,3) y (C,1), que
serd el punto mas cerca de A de la division del segmento AC' en cuatro partes
iguales; luego, hallar el baricentro P de (B,2) y (B’,3 + 1), que es el punto
més cerca de B’ que resulta al trisecar el segmento BC.

Una situacion més general que la expuesta, relativa a la asociatividad del
baricentro, es el siguiente resultado:

3.17 Proposicion.- Sean P,..., P,,, m puntos en un espacio afin A y sean
Q1,...,0Q, Sus "pesos”. Supongamos que I,...,I,. son subconjuntos
disjuntos de {1,...,m} cuya unién es {1,...,m}. Sea B; el baricentro
de los puntos { P /k € I} con los "pesos” correspondientes. Entonces,
el baricentro de los puntos By, ..., B, con "pesos” 3; =Y. «; es exac-

iel,
tamente el baricentro de los puntos P, ..., P, afectados de los ”pesos”
Qs vny Q. I
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3.18 Ejemplo.- Curvas de Bézier

En el plano afin real el baricentro de los puntos Py, Py, P>, P3 y Py, afectados
de los "pesos” (1 —)4,4(1 — )3, 6(1 — ¢)%t2,4(1 — t)t3 y t*, respectivamente,
es el punto P que recorre una cuartica, tangente en Py a la recta PyP; y en el
punto Py a la recta P3P,. Los puntos Py y P, son los nodos y los puntos Py, P

y P53 son los puntos de control de la curva de Bézier.

Cuwa de Bézier cufica

» P, Py

Applet-GeoGebra http: / /webpages.ull.es /users/amontes /geogebra/gl_06.html

Como 1 = ((1—t)+t)* = (1—t)* + 4(1—1)3t + 6(1—1)%t2 + 4t3(1—t) + t*, los
"pesos” de los puntos Py, P, P>, P3, P, suman 1, y su baricentro es, adoptando
la notacion (3-6):

B(t)=(1—t)"Py+4(1 —t)%tPy + 6(1 — t)*t* Py + 4t°(1 — t) P3 + t* 4.

Se denomina curvas de Bézier a un sistema que se desarrollé hacia los anos 1960, para el

trazado de dibujos técnicos, en el diseno aerondutico y de automoéviles. Su denominacién es en
honor a Pierre Bézier, quien ideé un método de descripcién matemadtica de las curvas que se
comenzd a utilizar con éxito en los programas de diseno asistido por computadora u ordenador,
m4és conocido por sus siglas inglesas CAD (computer-aided design).

Las curvas de Bézier fueron publicadas, por primera vez en 1962 por el ingeniero de origen
francés Pierre Bézier, que las usé en el disenio de las diferentes partes de la carroceria de un
automoévil, en sus anos de trabajo en la Renault. Las curvas fueron desarrolladas por Paul de
Casteljau usando el algoritmo que lleva su nombre, para su representacién grafica.

Posteriormente, los inventores del PostScript (1), lenguaje que permitié el desarrollo de sis-
temas de impresién de alta calidad desde el ordenador, introdujeron en ese cédigo el método de
Bézier para la generacion del cédigo de las curvas y los trazados.

Curvas lineales de Bézier:

(1) El operador z1 y1 2 y2 z3 y3 curveto de PostScript produce una ctbica de Bézier entre
el punto actual (xg,yo) y el punto (z3,y3) usando los puntos (z1,y1) y (z2,y2) como puntos
control. El siguiente cédigo produce la cibica de Bézier con nodos (30,100) y (60,120) y
puntos de control (50,180) y (100, 140):
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Dados los puntos Py y P;, una curva lineal de Bézier es el segmento de recta entre los dos
puntos. La curva viene dada por la expresién:

B(t)=(1—t)Py +tP1, telo,1].

Curvas cuadraticas de Bézier:

Una curva cuadritica de Bézier es el camino trazado por la funcién B(t), dados los puntos:
Py, Py y Ps,

B(t) = (1 — t)*Py + 2(1 — t)tPy + t* Py, t € [0,1].

Curvas cubicas de Bézier

Cuatro puntos del plano Py, P, P> y P3 definen una curva cubica de Bézier. La curva comienza
en el punto Py su tangente en este punto tiene la direccién de la recta PoP; y PO—P)l es el vector
velocidad. Termina en el punto P3 con vector velocidad en este punto (si se recorriera en sentido
contrario) el vector m

La forma paramétrica de la curva es:

B(t) = (1 —t)°Py +3(1 — t)*tP, + 3(1 — t)t° Py + t°Ps, t € [0,1].

De forma general, una curva de Bézier de grado m se obtiene tomando como ”pesos” de los
m + 1 punto Py, P1, ..., Py, los coeficientes del polinomio (") tmRF1 -0k, k=0,1,...,m:

B(t) = (:’;) 1—t)"Py + (T) A—0)t" ' 4+ (:) t"™ P .

También son utilizadas las curvas Bézier en el sistema para la composicién de textos cientificos
que incluyen muchos elementos de notacién matematica como es el A TEX, que estd formado por un
gran conjunto de macros de TEX, escrito por Leslie Lamport en 1984, con la intencién de facilitar
el uso del lenguaje de composicién tipogréafica, creado por Donald Knuth.

El comando \gbezier toma tres puntos como argumentos y dibuja una curva de Bézier cuadra-
tica, tomado el primero y tercero como nodos y el segundo como punto control. Por ejemplo, el
siguiente cédigo genera una arco de pardbola tangente en los A(0,0) y B(50,10) a las rectas AC
y BC, respectivamente, siendo C(70, 70):

C(70,70)
\begin{picture}(60,70)
\gbezier(0,0)(70,70)(50,10)
\end{picture}
B(50, 10)

A(0,0)

(50,180)

30 100 moveto

50 180 100 140 60 120 curveto
2 setlinewidth

stroke

showpage

(30,100)
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En MATHEMATICA de Wolfram Research, Inc. el comando Spline con la opcién tipo Bezier,

permite trazas curvas Bézier; por ejemplo:

<<Graphics‘Spline‘;
pts = {{o0, o}, {1, 3}, {-1, 3}, {-1, 1}, {3, 0}};
Show [Graphics [{{Dashing[{0.05}], Line[ptsl},
Hue [0] ,Spline[pts,Bezier,SplineDots->True] }]]

Produce el grafico siguiente:

Se obtendran superficies de Bézier cuando las curvas paramétricas sean curvas de Bézier. Es
el caso del siguiente grafico tomado de Faramarz Samavati.- Modeling for Computer Graphics.
University of Calgary.

Otro ejemplo es el grafico que se muestra a continuacién que ha sido obtenido a partir de
cédigo em Mathematica siguiente, extraido de:

David Salomon. ”Curves and Surfaces for Computer Graphics”. Springer Verlag, 2005. (Figure
6.20, page 221, A Biquadratic Bézier Surface Patch).

(* biquadratic bézier surface patch *)

Clear [pwr, bern, spnts, hlines, vlines, n, m, bzSurf, gl, g2];
spnts = {{{0, 0, 0}, {1, 0, 1}, {0, O, 2}},
{{1, 1, 0o}, {4, 1, 1}, {1, 1, 2}},
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{{o, 2, o}, {1, 2, 1}, {0, 2, 2}}};
m = Length[spnts[[1]]] - 1; n = Length[Transpose[spnts] [[1]]] - 1;

vlines = Graphics3D[{AbsoluteThickness[1],
RGBColor [0, 0, 1], (*control polygonx)
Table[Line[{spnts[[i, jl], spnts[[i + 1, jI1}], {i, 1, n}, {j, 1,m + 1}]1}];

hlines = Graphics3D[{AbsoluteThickness[1], RGBColor[1, 0, O],
Table[Line[{spnts[[i, j1], spnts[[i, j + 111}, {i, 1, n + 1}, {j, 1,m}]1}];

(*Handle Indeterminate conditionx)
pwrlx_, y_] := If[x == 0 & y == 0, 1, x"yl;

bern[n_, i_, u_] := Binomial[n, i]pwr[u, iJpwr[l - u, n - i]
bzSurflu_, w_] :=
Sum[bern[n, i, u] spnts[[i + 1, j + 1]] bern[n, j, wl, {i, 0, n}, {j, O,
n}]

gl = ParametricPlot3D[bzSurf[u, w], {u, 0, 1}, {w, O, 1}, Ticks -> False,
Axes -> False, Compiled -> False, DisplayFunction -> Identity];
g2 = Graphics3D[{AbsolutePointSize[3],

Table[Point[spnts[[i, j111, {i, 1, n + 1}, {j, 1, n + 1}1}]1;
Show[gl, g2, vlines, hlines, ViewPoint -> {9, 1, -3}, PlotRange -> All,

DefaultFont -> {"cmr10", 10}, Boxed -> False, Shading -> False,
DisplayFunction -> $DisplayFunction];

JavaView http://webpages.ull.es/users/amontes/jview/g1-22.html

/// /,/,//// VA

N\

3.19 Ejemplo.- Un alambre homogéneo ABCDE (situado todo €l en un
plano) estd doblado como indica la figura y se sostiene con un pasador
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puesto en C, cumpliéndose que los puntos A, B y C' forman un triangulo
rectangulo isosceles, con el dngulo recto en B e hipotenusa AC = 2a;
CA y CD son perpendiculares; la longitud del segmento C'D es d; 6 es

T
el angulo CDE; y la longitud del segmento DE = a.

Es necesario que d < a para que el segmento CD del alambre puede
ser horizontal.

La relacion que existe entre a,d y 6 para el segmento C'D del alambre
se mantenga horizontal es 2d = a(1 + cosf).

Tomando un sistema de coordenadas carte-
siano en el que C(0,0), A(0,—2a), B(—a,—a),
D(d,0) y E(d — acosf,—asenf), el baricentro
de estos puntos, afectados con el mismo ”peso”,
es el punto (con la notacién 3-6):

1
G:3M+B+C+D+D7
o (—a—i—2d—acos@ —3a—asen¢9)
5 ’ 5 '

Para que el alambre esté en equilibrio, G ha de
estar en la vertical de C, o sea 2d = a(1+cosf).
En particular, si § = 30°, d = 3a/4.

Applet-GeoGebra http:/ /webpages.ull.es/users/amontes/geogebra/gl_09.html

Coordenadas baricéntricas

Con todo lo expuesto en esta seccion, ya estamos en condiciones de definir

las coordenadas baricéntricas.

3.20 Definiciéon.- Una referencta baricéntrica en un espacio afin A de

dimension n es un conjunto de n—+ 1 puntos linealmente independientes
R ={Fy,P1,...,P,}. A los puntos que forman la referencia les de-
nominamos puntos bdsicos de la referencia baricéntrica. Llamamos
coordenadas baricéntricas de un punto X € A a la unica (n+ 1)—

upla (20, z1,...,2") de escalares tales que, para un punto P € A,

DV 0D D 1D nDD 0 1 n
PX=x"PPy+x PP, +---+2"PP,, x +x +---+2" = 1.

Asi, si (22,21, ...,2") son las coordenadas baricéntricas del punto X, éste
es el baricentro de los puntos Py, Py, ..., P, afectados de los "pesos” (normali-
zados) 2%, xt, ... ™.

La consistencia de esta definicién, respecto a la unicidad de los escalares
0 .1

(x”,z',...,2™), asi como de la independencia del punto P tomado, surgen de
la independencia de los puntos Py, Py,..., P,.
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Por notacién, para indicar que (2%, z!, ..., 2™) son las coordenadas baricén-

tricas de un punto X, escribiremos X (20, z1,..., 2").

Los puntos de la referencia baricéntrica tienen por coordenadas baricéntricas
Py(1,0,...,0), P1(0,1,0,...,0), ..., P,(0,...,0,1).
Relacion entre coordenadas cartesianas y baricéntricas

Si (2%, 21,...,2™) son las coordenadas baricéntricas de un punto X respecto
a una referencia baricéntrica 8 = {Py, Py, ..., P,}, las coordenadas cartesianas

de X en la referencia cartesiana R = {Py; PPy, ..., PyP,} son (z!,... a2").

Reciprocamente, si (z!,...,2™) son las coordenadas cartesianas en la re-

ferencia cartesiana R, las coordenadas baricéntricas en la referencia R son
(1 — (2! +---—|—x”),x1,...,x”).

3.21 Ejemplo.- En plano afin real, respecto a la referencia cartesiana cano-
nica, las coordenadas baricéntricas del punto D(3,5) respecto a la refe-

T
rencia ® = {A(—1,4), B(—3,1),C(3,2)} (respecto al tridngulo ABC')

T

son (9/8,—3/4,5/8). El baricentro G del triangulo ABC' tiene coorde-
nadas, respecto a la referencia candnica, (—1/3,7/3).

AD = BAB +~AC =

(4’ 1) - ﬂ(_27 _3) + 7(47 _2) =
g=-3/4,v=5/8 =
a=1-p—-—vy=9/8.

G=3(A+B+C)=
((=1,4) + (=3,1) + (3,2)) = <—1 Z)

W

Applet-Cabri http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/gl-11.htm

3.22 Ejemplo.- Con los datos del Ejemplo 3.21, el punto P cuyas coordena-
das baricéntricas son (5/4,—1/2,1/4), tiene coordenadas en la referen-
cia cartesiana candnica (1,5). Las coordenadas de P en la referencia

—_—
cartesiana R = {A; AB, AC'} son (—1/2,1/4).

Antes de tratar unos teoremas clasicos, vamos a usar la nocién de baricentro
de un subconjunto de puntos para dar una caracterizacién de variedad lineal.

En Geometria Elemental se define un plano por la condicién de que si con-
tiene a dos puntos también contiene a la recta que los une. Como hemos
adoptado ya otra definicién de variedad lineal (y en particular de plano) se
podria pensar que desde el punto de vista adoptado aqui (Definicién 2.13) la
definicién elemental se va a convertir en una proposicién, como vamos a ver a
continuacién.
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3.23 Proposicion.- Un subconjunto A no vacio de un espacio afin (A, E) es
una Variedad lineal si y sélo si para toda familia de puntos ponderados

P« de A, conz af =1k, el bar1centroz oF P, pertenece
k=1

k=1 k=1
a A.

Demostracion.- Si A es una variedad lineal y P es un punto de A, el bari-
centro de los puntos ponderados { (P, a®)}7_;:
1S —r D =k k 1 r
B=P+a PP +---+a"PP. (@a"=a"/(a +---+a"),
—_—

pertenece a A, ya que los vectores PP, pertenecen al subespacio director de la
variedad lineal A.

Reciprocamente, para de demostrar que A es una variedad lineal, veamos
—
que si P € A, el conjunto A= {PX € E/X € A} es un subespacio de E.

Sean P, X,Y € A y probemos que, para todo \,u € K, /\P—))(—l— ,uP—>Y el
Sea el punto Z tal que

PZ = A\PX + pPY = APX + uPY + (1 — (A + p))PP,
entonces, Z es el baricentro de los puntos X, Y, P afectados de los "pesos” A, u

y 1 — (A + p), respectivamente. Por tanto, Z € A, es decir P—Z> € A. I

Ya que el baricentro de m puntos ponderados puede ser obtenido reiterando
la determinacién de un par de puntos ponderados, podemos afirmar:

3.24 Proposicién.- Un subconjunto A, que contiene mas de un punto, de un
espacio afin A es una variedad lineal si s6lo si para todo par de puntos
distintos P,() € A, el conjunto A contiene a la recta determinada por
P y Q, esto es al conjunto de puntos de la forma tP+ (1 —t)Q, t € K.

[

Razon simple

3.25 Definicién.- Se llama razén simple de tres puntos P, Py y Ps (P #
P, ) alineados en un espacio afin al tinico escalar, que denotaremos por
(P, P, P3), tal que

P P
P P; = (P, P, P3) P\ Ps.

Consecuencia inmediata de la Definicion de baricentro, pag. 40 es que P;
es el baricentro de Py y P3 afectados de los "pesos” —(P; P> P3) y 1, respecti-
vamente.

Podemos expresar la razon simple en términos de las coordenadas cartesia-
nas de los puntos una recta: si los tres puntos Py, P> y P3 (P1 # Py) estéan en
una recta £ que pasa por el punto P y tiene vector director 4, es decir, { P; 4}
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—_—
es una referencia cartesiana sobre L, entonces PP, = \j4, i = 1,2,3 (A1 # A2),

e . — . e
P1P2 = (Ag — /\1)u, P1P3 = ()\3 — )\1)’111, P1P3 =
27— /1

Luego, la razén simple de los tres puntos P;, P> y P3 respecto a la referencia
{P; 4} es:

(P1 P2 P3) =

Si tomamos {P;; Py P>} como referencia, se tiene que (P; Py P3) = A3.

El baricentro de los puntos P y (Q afectados de los "pesos” oy (3 es el punto
G tal que:

GPQ)=-5
— — - — o — —
Esto surge de aGP + fGQ = 0= GQ = _BGP = (G PQ)GP.

La razoén simple de tres puntos distintos P, Q) y R depende del orden en
que se elijan. Como hay seis permutaciones de tres puntos distintos, hay seis
formas en que la razén simple de tres puntos distintos puede escribirse. Los
posibles seis valores, si (P @ R) = p, son:

(PQR)=p.  (PRQ)== (QPR)=1+p
_ 1 __r _1+p
QRP) == (RQP)= 2= (RPQ =L,

3.26 Nota.- Los valores distintos de la razon simple obtenidos al permutar
los tres puntos ponen de manifiesto que la definicién 3.25 de razén
simple es una de las seis posibles que se pueden dar, es por lo que
el la literatura cada autor puede tomar una distinta. Aunque, para
cualquiera de las que se tome, el resto se pueden obtener a partir de
ella.

En el espacio afin real, las coordenadas baricéntricas en un recta nos per-
miten conocer la posicién de un punto X respecto a otros dos Py Q. Si («a, )

son las coordenadas baricéntricas de X en la recta P() (P—)>( = BP—Cj, a+0=1),
se tiene los signos de sus coordenadas y de la razén simple (X P @), como se
indican en la figura:

a>1;6<0 P O0<a,f<1 Q a<0;05>1
(XPQR)>0 * (XPQR) <O * (XPQR) >0
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Esto nos permite definir un segmento de extremos P y () en una recta real,
que denotamos por P(), como el conjunto:

PQ={XcA/X=aP+83Q, a+8=1,0<a,B<1}.

Los dos resultados siguientes se conocen como teorema de Tales (Tales de
Mileto, 624-547 a.C.):

1. Cuando dos rectas paralelas cortan a dos rectas secantes, determinan en
éstas segmentos proporcionales.

2. El angulo inscrito en un semicircunferencia es recto.

Vamos a establecer el primero en el caso mas general de un espacio afin
de dimensién n, usando la ecuacién cartesiana de un hiperplano (se da otra
demostracién, usando proyecciones, en la Proposicién 4.33).

3.27 Proposiciéon [Teorema de Tales|.- Sean Hi,Hs y Hs tres hiperpla-
nos paralelos de un espacio afin (A, E,+) de dimensién n. Una recta
L no paralela a los hiperplanos, los corta en los puntos Py, P> y Ps,
respectivamente, entonces la razén simple (P; P, Ps3) sélo depende de
los hiperplanos y no de la recta que los contiene.

Demostracién.- Sea HCE el subespacio director de los tres planos paralelos
y {ty, ..., Uy 1} C F, n — 1 vectores independientes.
Puntos genéricos de los hiperplanos se pueden expresar en la forma:

X=Q; + Mg+ + X1, (i=1,2,3)

Es decir, para una referencia cartesiana R = {O; €y, ..., é,}, respecto a la
— n — . . .
cual Qi(gi,..-,q") y 4j =% aé‘?ek (1=1,2,3;7=1,...,n— 1), las ecuaciones
k=1

paramétricas de los hiperplanos son:
bl =Naj+ +A”1n1
22— @2 =MNa?+ -+ A a2

" —gqp = Map A+ -+ N

7 n—1
Como a cada punto del hiperplano H; de coordenadas (z1,. .., z™) le corres-
ponde unos tnicos escalares (A}, ..., )\?_1), debe verificarse que:
rl—q ay oa,
g ad e all |
A S

Esta es la ecuacion cartesiana del hiperplano H;. Por tanto, desarrollando este
determinante, las ecuaciones de los tres hiperplanos son:

Hi: ozt +- -+ apa”™ =B
Ho: ozt +-- a2 =B (3-7)
Hs: agxt 4+ -+ apz” =B

Vamos a demostrar que la razén simple (P; P, P3), de los puntos P;(p}l, ..., pt)
de interseccién de una recta L con los hiperplanos, solo depende de los escalares

B1, B2y B3.

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012
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—_—

Tomemos sobre la recta L la referencia cartesiana {P;; Py P>}, respecto a la

cual las coordenadas cartesianas de los puntos P, Po» y P3 son 0,1 y p, respec-
— —

tivamente, siendo p el escalar tal que Py Ps = p P1 Py, o sea p = (P; Py Ps).
Al pertenecer P; € H; (i = 1,2, 3) se tiene que:

Oélpi+"'+04np?:51
a1p5+-'-+anp3=ﬁz

a1(py 4+ p(py —p1)) + - + an (P + p(P5 — p7)) = Bs.

De la tercera relacién, usando las dos primeras, se obtiene que:

B1+ pBe — pBL = f3 = (P P2P3)=P=u.
B2 — B -

3.28 Nota.- Las ecuaciones cartesianas (3-7) de hiperplanos paralelos nos
indican que para que dos hiperplanos:

C¥1371+"'+04n$n:’}/17 ﬁlxl_‘_”'—l—ﬁnxn:r}@’
sean paralelos se debe verificar que a1 /81 = -+ = @, /Bn-
En espacio euclideos y respecto a una referencia rectangular, si
a1zt 4+ -+ a,x™ = b es la ecuacién de hiperplano el vector de compo-
nentes (aq,...,a,) es perpendicular al hiperplano (Proposicién 6.6).

Otros teoremas clasicos, en cuya demostracion se hace uso del valor de la
razon simple de tres puntos en términos de las coordenadas baricéntricas de
uno de ellos respecto a los otros dos, son los Menelao y Ceva.

3.29 Proposiciéon[Teorema de Menelao].- Sean A, B,C tres puntos li-
nealmente independientes, y sean D, E y F puntos de las rectas de-
terminadas por B 'y C, C y A, A y B, respectivamente, que estan
alineados y sean diferentes de A, B y C'. Entonces:

(DBC) (ECA) (FAB)=1.

Demostracién.- Utilizaremos coordenadas baricéntricas respecto a la refe-
rencia {A, B, C}. Las coordenadas de los puntos D, E y F' son:

D(0,0éQ,Oég)? E(6170363)7 F(’Vla’yZaO)-

Entonces,
(DBC)=-22 (EcA) =-22 (pap)y—=_T1.
Qa3 b1 Y2
Luego,
(DBC) (EC A) (FAB) = — 22021
as 0172
Por otra parte, los puntos D, F y F' estén alineados si
0 az ag 0425271
B 0 B3 |=axfemn taszfie =0 — =L
asB172

7 2 0
r
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La condicién de alineamiento de los puntos D, E y F' en el Teorema de
Menelao la podemos escribir de la forma (suprimiendo la raya encima para

expresar el segmento de extremos dos puntos):
BD CE AF 1

DC EA FB

Esto es asi si suponemos definida la distancia entre puntos, para poder dar
la longitud de un segmento, lo cual seria licito en el plano euclideo.

3.30 Proposiciéon[Teorema de Ceval.- Sean A, B,C puntos linealmente
independientes en un espacio afin A de dimensiéon 2. Dado P € A,
P¢{A B,C}, sean D=BCNAP, E=CANBPyF=ABnNCP.

FEntonces:
(DBC)(ECA) (FAB)=-1.

Demostracién.- Sea P(«, 3,7) las coordenadas baricéntricas de P, respecto
a {A, B,C'}, entonces

g gl _ B
D<0’1—a’1—a> = (DBC)= -’
Q y 7
E(l—ﬁ’0’1—6> = (FECA) = "
« 1] o«
F(1—7’1—7’O) = (FAB)——B.

Con lo que
By

(DBC) (BCA) (FAB) =~ =
™

La condicién de concurrencia de las rectas AD, BE y C'F' en el Teorema de
Ceva la podemos escribir de la forma, si suponemos definida la distancia entre
puntos para poder dar la longitud de un segmento, para lo cual necesitamos

estar en el plano euclideo:
BD CE AF
DC EA FB

1.

Teorema de Menelao Teorema de Ceva
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Vamos a establecer el conocido com Teorema del ”hexagrama mistico” de
Pascal para un hexagono inscrito en una circunferencia, utilizando el Teorema
de Menelao. Es importante hacer notar que no podemos de hablar de circun-
ferencias hasta que sea introducido el concepto de plano euclideo

3.31 Proposicién[Teorema de Pascal].- Los puntos de interseccion de los
lados opuestos de un hexagono inscrito en una circunferencia estan
alineados.

Demostracién.- (2

Dada una circunferencia en el plano, sea ABC DFEF un hexagono inscrito
(los seis vértices pueden estar dispuestos en cualquier orden) y sean los puntos
P=ABNDE,QQ=BCNEF,R=CDnNFA. Tenemos que probar que P, (Q
y R estan alineados.

Los tres lados AB,CD y EF (el primero, el tercero y el quinto), forman
un tridngulo XY Z, y los tres lados BC, DE y F A (el segundo, el cuarto y el
sexto) son rectas transversales al tridngulo XY Z y aplicando el Teorema de
Menelao, se tiene:

ZQXBYC’_1 XPYDZE_1 YR ZF XA

XQ'YB'ZzC & YP ZD' XE < ZR XF'YA

Multiplicando miembro a miembro estas igualdades y simplificando, uti-

lizando el valor de la potencia de un punto respecto a una circunferencia

para obtener las relaciones XA - XB = XFE - XF,YC -YD = YA -YB,
ZE - ZF = ZC - ZD, se obtiene que:

ZQ XP YR

XQ'YP ZR

Se concluye que P, Q) y R estan alineados. I

1.

1.

Coordenadas baricéntricas homogéneas

Que (z°, 2, ..., 2") sean las coordenadas baricéntricas de un punto X € A,

respecto a una referencia baricéntrica ® = { Ay, A1, ..., A, }, significa que X es

el baricentro de los puntos Ag, A1, ..., A, afectados de los "pesos” z°, z!, ... 2"

(2% + 2t + .-+ + 2™ = 1k); pero como X sigue siendo el baricentro de los

(2) Existen otras demostraciones de este teorema en Tan, K..- “Various proofs of Pascal’s
Theorem”, Math. Mag. 38, 22-30 (1965) (http://www.jstor.org/stable/2688012).
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puntos Ag, A1,...,A, y se multiplican sus ”pesos” asociados por un mismo
escalar A # Ok, se pueden considerar cualquier n—upla proporcional a la
(29,21, ..., 2™) para caracterizar al punto X. A tal eleccién denominaremos

coordenadas baricéntrica homogéneas del punto X respecto a la referencia
baricéntrica R, que denotaremos por (2% : z! : .- : 2™).

Dadas las coordenadas baricéntricas (z° : 2! : --- : 2™) de un punto, obte-

nemos sus coordenadas baricéntricas (absolutas) sin mas que dividir todas sus
componentes por z° + ! + .- + 2™,

Ecuaciones baricéntricas de una variedad lineal

Tomemos un punto X € F (F variedad lineal de A) de coordenadas baricén-

tricas homogéneas (x° : z! : .-+ : 2™), respecto a una referencia baricéntrica

dada en A, {Ag, A1, ... ,An}: Si {Py, Pi,..., P} son puntos independientes en

F, cuyas coordenadas baricéntricas homogéneas son (ag : a} peeeray) (5=
0,1,...,r), se tiene
T . T n . .
X = » MNP=xy5 Ndi4, ,
=0 J=0=0 = pz' =y Na’ (i=0,1,...n).
X = 3 x'A; J=0
i=0
Para que este sistema de ecuaciones homogéneo de n + 1 ecuaciones y r + 2
incégnitas (p, A%, A1, ..., A\"), tenga solucién, elegido un menor de orden r +
1 distinto de cero (que se estd garantizado por ser los puntos Py, Pi,..., P,

linealmente independientes y la matriz (aé-) tiene rango r+1), todos los menores

de orden r + 2, obtenidos orlandole la columna restante y cada una de las filas
restantes, han de ser nulos. Se obtienen asi n — r ecuaciones en las variables

2V, 21, ..., 2", denominadas ecuaciones baricéntricas de la variedad lineal
agx® +  ajzl + - 4+ ala™ = 0
ogz? 4+ ozt + -+ aZ2a" = 0
ag”"2® + a2t 4+ - 4+ ™ = 0

La ecuacién baricéntrica de un hiperplano H, variedad lineal de dimension
n — 1 en un espacio afin A de dimension n, es:

apr® + aqxt + -+ ™ = 0.
En particular, el hiperplano generado por n puntos de un sistema de coor-

denadas baricéntricas {Ag, A1, ..., Ay}, por ejemplo, el generados por todos
los puntos menos el A, tiene de ecuacién baricéntrica:
k
v = 0.

En el plano afin y en espacio afines tridimensional, los hiperplanos son las
rectas y los planos, que tiene por ecuaciones, respectivamente:
ar + by +cz =0, ax + by + cz + dt = 0,
si tomamos como coordenadas baricéntricas homogéneas de un punto en ambos
(x:y:2)y(x:y:z:1).
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Puntos del infinito del espacio afin real en coordenadas baricéntri-
cas homogéneas

Sean (A, IR", +) un espacio afin real de dimensién ny ® = {Ag, A1,..., 4.}
una referencia barlcentrlca todo punto X € A tiene coordenadas barlcentrlcas
homogéneas (z° : x! : --- : 2™), respecto a la referencia R. Consideremos
la recta L que pasa por P(p? : pt = - : p") vy Q(¢° : ¢t : - : ¢"), cuyas
coordenadas las podemos elegir de tal forma que se verifique que

PP+p+ 4" =¢"+¢ + -+ ¢
Sobre la recta L, el punto X que separa Py @ en la razén p (es decir ()

PX =pXQ6 XP+ pX—C? = 5) tiene coordenadas baricéntricas:

(0" +pg” :p' +pgt - p" + pg"), (3-8)
_— — — e
pues de XP =p'XAg+ -+ p" XA,y XQ=¢"XAo+ - +q" XA, se sigue
que:

0 OXA n
(p” + pg°) X Ao+ -+ (p

PX =p XQ
X

Para valores particulares de p, se obtienen los siguientes puntos de la recta
L:
p=0,X=P; p=1,X esel punto medio M de Py Q; p— 00, X — Q;
p = —1, X tiende al punto del infinito de la recta L.
De este ultimo caso se obtiene que las coordenadas baricéntricas del punto

del infinito de la recta determinada por los puntos Py Q son:
0 0.1 1

P’ —q :p —q ip"=4q"),

cuya suma es cero, por lo que dicho punto no tiene coordenadas baricéntricas
absolutas. Como P Z# @, un punto del infinito no puede tener coordenadas de
la forma (0:---:0).

El punto del infinito de la recta A;A;, determinada por dos puntos bésicos
de la referencia R, tiene coordenadas baricéntricas homogéneas:

i) ) i) 7)
O:--:1reeei=1:+--:0)=(0:---:=1: -+ 210+ 0).

Las coordenadas baricéntricas homogéneas (2" : ! : .- : 2™), respecto a

una referencia R, de los puntos del infinito de las rectas en el espacio afin real

(3) Que el punto X divida a los puntos P y Q en la razén p, quiere decir que X es el
baricentro de P y Q afectados de los "pesos” 1y p; o bien, la razén simple (X P Q) = —
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satisfacen a la ecuacion:

2+t o 2" =0,
se dice que es la ecuacion del hiperplano del infintto, respecto a la refe-
rencia R.

Veamos un ejemplo del uso de coordenadas homogéneas en el plano y de
los puntos del infinito.

T

3.32 Ejemplo.- Dado un tridangulo ABC y un punto P en el plano afin
real, sean D, FE y F los pies de las cevianas de P, esto es, los puntos
en los que las rectas AP, BP y C'P cortan a las rectas BC,CA y AB,
respectivamente.

La paralela por A a DE corta a BC en B’ y la paralela por A a DC
corta a BC en C’; entonces D es el punto medio del segmento B’ C".

Una verificacion de este hecho usando los teoremas de Ceva y Tales, puede
ser la siguiente:

Como las rectas AD, BE y C'F son concurrentes (en P) por el Teorema de
Ceva se tiene que:
BD CE AF

DC EA FB
Que podemos reescribir de la forma:

DB AF CD EA

—1.

B CFE DB AF
Por el Teorema de Tales, al ser DF||B’ A, se tiene que B'D = g5 7
CD FEA
por ser DE||C’ A, se tiene que DC’ = R Por tanto la condicién de Ceva

es equivalente a B’D = DC(C", es decir, D es el punto medio de B’ y C".
Ahora utilizamos coordenadas baricéntrica homogéneas, respecto a la refe-
rencia dada por los vértices del tridngulo ABC', que denotamos por (x :y : z).

Las ecuaciones de los lados del tridngulo son BC' = x =0, CA=y =0y
AB=2z=0. Si P(aw: 3 :7) entonces D(0: 3:7), E(a:0:7),y F(a:3:0).
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La recta por A paralela a DFE tiene el mismo punto del infinito que el de
ésta, que es el punto (a(8 + ) : =B(a+7) : Y(—a + (3)), solucién de las
ecuaciones:

= Byx + ayy — afz =0, r+y+z=0.

O OK
o
=2 2 N

La recta paralela por A a DE es y(a— )y — B(a+v)z = 0. Y el punto de
intersecciéon con BC es B’(0: f(a+7) : y(a — 7))

Calculo similares nos dan que el punto de interseccién con BC' de la resta
paralela por A a DF es: C'(0: B(a—7) : (a+ 0)7).

El punto medio de los puntos B’ y C’, se determina por la férmula (3-8),
para p = 1, que es:

(Bla— 7)+7(a+ﬁ))< Blat7) : v(a ﬁ))+(v(a—ﬁ)+6(a+v))<0:ﬂ(a—v):7(a+ﬁ)>

= (0: —2a28(B+7) : —2a27(B + 7)) -

Que en virtud de la proporcionalidad de las coordenadas homogéneas es
(0: B :7); es decir, el punto D.

Los pies de las cevianas de un punto P(« : ( : «) dado en coordenadas
baricéntricas respecto a un triangulo ABC en el plano, es decir, los puntos de
interseccion de cada recta que pasa por P y un vértice con el lado opuesto a

tal vértice son:
D(O:8:7), B(a:0:4), Fla:f:0).

Reciprocamente, si éstas son, respectivamente, las coordenadas de tres pun-
tos D, E, F', entonces las rectas AD BE y CF se cortan en el punto de coor-
denadas (a 0 ).

Utilizamos esto para determinar que las alturas de un tridngulo son con-
currentes y, de paso, obtenemos sus coordenadas baricéntricas homogéneas,
respecto al tridangulo en cuestion.

3.33 Ejemplo.- Sipora,b yc se denotan las longitudes de los lados BC,CA
y AB de un tridngulo ABC, las alturas del mismo concurren en un
punto, llamado ortocentro, de coordenadas baricéntricas homogéneas

(tagfl . tag B : tag é),
siendo A, B Y C los angulos en los vértices A, B y C, respectivamente.

Sea F' el pie de la altura desde el vértice C', entonces las proyecciones de los
lados AC'y BC sobre la recta AB son, respectivamente, AF = bcos Ay FB =

a cos B; por lo que, las coordenadas de F' son de la forma (acos B : bcos A : 0),
que podemos poner, utilizando el teorema del seno:
a b c

senA senB senC’ A A
y dividiendo todas los componentes por el factor cos A cos B de cualquiera de
las formas siguientes:
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senA senB
cosA cosB

0) = (tagfl ; tagB : 0>.

F B
Procediendo de forma similar con las alturas desde los otros vértices, los
pies de las tres alturas son:
D(O:tagB:tagC’), E(tagfl:O:tagCA'), F(tagfl:tagB:O).
Con lo que las tres alturas concurren el punto denominado ortocentro:
(tagfl : tagB : tagé’).

— T
3.34 Ejemplo.- Dado un triangulo ABC, construir un tridngulo DEF' tal
que el punto medio de A y E sea I, el punto medio de B y F sea D vy
el punto medio D y C sea E.

En la referencia baricéntrica ® = {A, B, C'}, sean las coordenadas baricén-
tricas homogéneas de E(u : v : w). Para determinar las coordenadas del punto
F, punto medio de A y F, normalicemos las coordenadas de estos puntos, de
tal forma que las sumas de sus componentes sean iguales: A(u+ v+ w : 0 :0)
vy E(u:v:w);luego, F=A+E=_2u+v+w:v:w)

El punto medio D de B y F' es:

(0:2u+2v4+2w:0)+Ru+tv+w:v:w)=Lutv+w: 2u+3v+2w: w).

Finalmente, las coordenadas del punto medio D de C(0: 0 : 4u + 4v + 4w)
y F son (2u+v+w : 2u+ 3v+ 2w : 4u+ 4v + 5w), que deben coincidir con las
de E(u : v : w), salvo un factor de proporcionalidad.

Tenemos que resolver el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones:

2-MNut+v+w=0, 2u+B—-ANv+2w=0, 4du+4v+(5—AN)w=0.

Para que tenga solucion, distinta de la trivial u = v = w = 0, se tiene que
verificar que:

2—A 1 1
2 3-X2 2 |=—-A=1*0A-=-8=0.
4 4 5—A

El valor A = 1 da lugar a la soluciéon u + v + w = 0, es decir, el punto E
ha de estar en la recta del infinito. Para A = 8 se obtiene que E(1 : 2 : 4)
y, por consiguiente, ' = A+ Fes (7:0:0)+(1:2:4) =4:1:2)y
D=B+F=(0:7:004+(4:1:2)=(2:4:1).

C

A B
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TEMA 4

Aplicaciones afines

Como la estructura de espacio afin esta directamente relacionada con la del
espacio vectorial al cual estd asociado, aplicaciones que conserven propieda-
des afines (como, por ejemplo, que conserven el baricentro) lo estaran con las
aplicaciones lineales, que conservan las estructuras vectoriales.

4.1. Definicion y propiedades de aplicaciones afines . . . . . . . .. 59
4.2. Grupos de afinidades . . . . . ... ... L 67
4.3. Expresién matricial de una aplicacién afin . . . . . . . . ... 69
4.4. Homotecias . . . . . . . . . . 73
4.5. Proyecciones . . . . . ..o 76
4.6. Simetrias . . . . . . ... 83

4.1 Definicién y propiedades de aplicaciones afines

4.1 Definiciéon.- Una aplicacion f:(A,E ) — (A’,E’ 1)) entre espacios
afines se dice que es una aplicacion afin si existe una aplicacion li-
neal f:E— E’ tal que, VP, Q) € Ay:

f(PQ) = f(P)f(Q) (4-1)
A la aplicacién f se le llama aplicacton lineal asociada a f.
fxf
axa Elawxa e B (pasm)
v | v N | v
e Loow PG L (PG = FPI@)

Obsérvese que una aplicacién afin f: A — A’ se determina conociendo
la imagen de un punto P € A y su aplicacion lineal asociada f.

En efecto, dado un punto X € A, su imagen f(X) € A’ queda determinada

~ —
por P, f(P) y f, pues como PX € E y por la definicién de aplicacién afin,
~ — L v T -
f(PX)= f(P)f(X) y por tanto
- —>
f(X) = f(P)+ f(PX).

Podemos expresar la condicién para que una aplicacion entre espacios afines
sea una aplicacién afin de las siguientes formas:
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4.1’ Definicién.- Una aplicacion f: A — A’ es una aplicacion afin si existe
una aplicacion lineal f:E — E’ tal que, VP e AyVveE:
(P +7%) = F(P) + J(3). (4-2)
Para simplificar la notacién usamos el mismo simbolo ”+” en ambos espa-
cios afines.

4.1” Definicion.- Una aplicacion f: A — A’ es una aplicacion afin si existe

una aplicacion lineal f:E — E’ y existe un P € A tal que el diagrama
siguiente es conmutativo:

A i> A’ X »i> f(X)
lbpl ) l%@(p) ¢Pl ) lw}(P)
O Px LX) = AP X
/ A
Ui f = [
v,
p B
. r f(P)f(X)
PX
E E’

Un primer ejemplo de aplicaciones afines son las traslaciones ya introducidas
en la tercera de las definiciones de espacio afin, en la Definicién de la pag 19.

4.2 Ejemplo.- En un espacio afin (A, E,+) una traslacién de vector v es
la aplicacion t: A — A definida por tﬁ(X) = X+, para todo X € A.
Una traslacion es una aplicacion afin con aplicacion lineal asociada la

identidad 1g: E — E.
— —
SiR=1t3(P)=P+9y S =1t3Q) =Q+ 9, es decir, = PR = QS ,

—_ —
por la ley del paralelogramo (Proposicion 2.3), se tiene que PQ) = RS . Asi, la
aplicacion lineal asociada ¢ es la identidad 1g, pues:

t5(PQ) = t3(P)ty(Q) = RS = PQ.
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De hecho, se tiene que toda aplicacién afin f: A — A cuya aplicacién lineal
asociada es la identidad 1z: E — E es una traslacion.
En efecto, tomemos un punto arbitrario P € A y veamos que f es la
—_—
traslacion de vector ¥ = Pf(P).
T —— . — —_—
Como, para todo X € A, se tiene que f(P)f(X) = f(PX) = 1g(PX)
—
PX . De aqui, por la ley del paralelogramo, se sigue que X f(X)= Pf(P); o

—_—

-~ -
sea f(X)= X + Pf(P), entonces f es la traslaciéon de vector 9 = Pf(P).

En los dos ejemplos siguientes veremos el comportamiento de las aplica-
ciones afines en el caso de considerar la estructura canodnica de espacio afin
sobre un espacio vectorial.

4.3 Ejemplo.- Sean E y E’ espacios vectoriales considerados como espacios
afines (Ejemplo 2.4), una aplicacion afin es la composicion de una
aplicacion lineal con una traslacion.

Sean f:E — E’ una aplicacién afin, f: E — E’ su aplicacién lineal asociada
y w = f(0g). De la conmutatividad de los siguientes diagramas

e LoE i e @

vl | va| |V

e Lop i L f@) - - e
surge que f(@) = f(4@) 4 ; es decir:

f=tgert
Obsérvese ademas que:

e Las traslaciones tz:E’ — E’, ¥ — t2(¥) = ¥+ w no son aplicaciones

lineales, a menos que w = 0. Es decir, cuando la traslacién sea la aplicacion
identidad en E’.

e El modo de expresar una aplicacion afin f: E — E’ como composicién f =
tip® f , de una aplicacion lineal con una traslacion es unico. Pues si f ={3e f :

A

parazEE’nyEK(EE) se tiene que w = f(0) = t3(f(0)) = ~(5):Zy

F(3) = f(¥) + W= f(V) + W, para todo ¥ € E. Por tanto, f = f.

e La composicion, hety, de una traslacion tz:E — E con cualquier apli-
cacién lineal h: E — E’, es una aplicacién afin; pues, para todo ¥ € E se tiene:

(hot)(8) = h(B+ @) = h(D) + h(@) = (t, 5 =) (3).
Luego, h oty es una aplicacion afin de aplicacion lineal asociada h.

e Si f:E — E’ es una aplicacion afin biyectiva existe una tnica aplicacién
lineal h: E— E’ y un tunico vector 4 € E tal que f = hety.
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En efecto, como existe un tnico w € E’ y una unica aplicacién h: E — E’,
tal que f =1z °hy como fy ¢z son biyectivas, también h es biyectiva y, por
tanto, existe un unico 4 € E tal que w = h(u), y se tiene que

f=tgoh= th(ﬁ) ch=hetg.

Siguiendo con el caso particular de espacios vectoriales considerados con
espacios afines, consideremos la siguiente situacion:

4.3’ Ejemplo.- Sea la aplicacién f:IR®> — IR® entre los espacios afines IR® y
IR?, definida por (z,y) — (z,y,z +y + 5).

(z,y) € R? S (z,y,2+y+5) € R

¥(0,0) l l ¥(0,0,5)

(ry) R Lo (eyaty+5)—(0,0.5) = (w,y,x +y) € R’

La aplicacion afin f es composicion de la aplicacion lineal f con la traslacion
t(0,0,5) (.SU, Y, Z) - (33, Y,z + 5)

En este ejemplo se observa que la imagen de la aplicacién afin f, f(IR?), es

un plano (variedad lineal) de IR*. Este hecho es una situacién particular de un
resultado mas general, a saber:

4.4 Proposicion.- Las aplicaciones afines conservan los subespacios afines,
es decir, si f:A — A’ es una aplicacién afin con aplicacion lineal

asociada f: E — E’ yJ = P+ F es una variedad lineal afin de E de
subespacio director F, entonces f(F) = f(P) + f(F) es una variedad
lineal afin de A’ de subespacio director f(F).
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Demostracién.- f(F) es un subespacio vectorial de E’ (Proposicion 1.34).

Paratodo ue F, P+uecJFy f(P+4) = f( )+ f(u) € f(P)+ f(F).

Sea ahora Q € f(P)+ f(F), entonces f(P)Q e f(F) y 34 € F tal que
s

f(@) = f(P)Q; luego, f(P + @) = f(P) + f(4) = Q y, por tanto, Q € f(J). -

4.5 Corolario.- Las imagenes de dos variedades lineales paralelas mediante
una aplicacion afin son variedades lineales paralelas.

Demostracion.- Sea f: A — A’ una aplicacién afin entre espacios afines con

aplicacion lineal asociada f :E— E’, si P+ Fy @+ G son variedades lineales
paralelas, el subespacio director de una de ellas esta contenido en el de la otra.

Sea, por ejemplo, F C G, entonces f~(F) C f(G) Por consiguiente, f(P) + f(F)
vy f(Q) + f(G) son variedades lineales de A’ paralelas. r

4.6 Nota.- Obsérvese que de esta proposicion y su corolario, se sigue que la
imagen, mediante una aplicaciéon afin, de una recta es un punto o una
recta; y que la imagen de un plano es o bien un punto, una recta o
un plano. En consecuencia, la imagen de puntos alineados, mediante
una aplicacién afin, son puntos alineados (pudiendo ocurrir que estos
puntos se reduzcan a uno solo, si la aplicacién no es inyectiva).
También se tiene que la imagen de dos rectas paralelas son rectas (si
la aplicacion afin es inyectiva) paralelas.

4.7 Proposicion.- Sean (A, E) un espacio afin de dimension finita, una apli-
cacion afin f: A —- Ay F ={X € A/f(X) = X} el conjunto de puntos

fijos de f.
— Si F # @, entonces F es una variedad lineal de subespacio di-

rector Ker( f — 1g), esto es, el subespacio vectorial de vectores propio
correspondiente al valor propio 1 de la aplicacion lineal asociada a f.

— f tienen tinico punto fijo < Ker(f — 15) = {0g}.

_D_e)mostracién.— Si P es un punto fijo de f, para todo X € A se tiene que
f(PX) = f(P)f(X) = Pf(X). Asi,
XeFe f(X)=X & f(PX)=PX & PX € Ker(f — 15).
Luego, el conjunto de puntos fijos de f es una variedad lineal de subespacio
director Ker(f — 1g):
F={XcA/f(X)=X}=P+Ker(f —1g).

Para demostrar la segunda parte, supongamos que f tiene un tnico punto
fijo P, entonces

(f = 12)(PX) = O = f(P)[(X) ~ PX = PJ(X)~ PX =0z = (X) = X.
Al ser P es el tinico punto fijo, X = P. Es decir, Ker(f — 1g) = {0g}.

Supongamos ahora que Ker( f-1 g) = {0z}, es decir, que f—15 es inyectiva.
Como FE es de dimension finita f — 1g es suprayectiva.
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Sea Py € A, para todo X € A podemos poner
Xf(X) = Rof(Po) + f(Po)f(X)— PoX = Pof(Fo) + f(PoX) — P X =

_ ~ —
= Pof(Po) + (f — 1g) (P X).

Asi, un punto fijo X de f ha de satisfacer a:
~ — s -
(f = 1e)(PoX) = —Po f(F).

Como f — 1g es suprayectiva, existe al menos un P € A, que satisface a esta
relacion; y como es inyectiva P es unico. I

Damos a continuacién dos caracterizaciones de aplicaciones afines en térmi-

nos de baricentro y razon simple que pueden ser tomadas como definiciones de
aplicacion afines en un sentido mas intrinseco, ya que sélo involucran puntos
de los espacios afines.

4.8 Proposicion[Definicién].- Consideremos dos espacios afines (A, E, +)
y (A’ E’,+) y una aplicacién f: A — A’, entonces:
f es una aplicacion afin si y solo si para toda familia de puntos pon-
derados {(P;,a")}ier de A tal quey, o' = 1k, se tiene que
il

f(Z o' P;) :Z o' f(P).

(ver notacién (3-6)). Es dec1r f: A — A’ es una aplicacion afin si y
solo si conserva el baricentro.

Demostracién.- Sea f:E — E’ la aplicacién lineal asociada a la aplicacién
afin f.

Si B es el baricentro de la familia de puntos ponderados de A, {(P;, a*) }ier,
cony, o' = lg, se tiene que (Definicién de la pagina 40):

il

—

S
> OdlBPZ = OE-
Luego,
— ~ 7,—> i 7 — ’L——_>
O = f(_ZIOé BP;) :,ZI@ f(BP;) :_ZIOé f(B)f(F).
1€ 1€ 1€
Con los que f(B) es el baricentro de los puntos {(f(FP;),a")}icr de A’.

Para demostrar la otra implicacion, tomemos un punto P € A y definimos
la aplicacion

flE—E 6 f() = f(P)f(P+9).

Demostremos que f es la aplicacion lineal asociada a f.

Para demostrar que f es lineal, sean u, € Ey A\, u € K.
_—

— — ——»_> — P
P+Xi+puv=P+AP(P+4) +pP(P+79) 4+ (1—(A+p))PP.
Luego, P 4+ Ad + puv es el baricentro de los puntos ponderados (P + 4, \),
(])'+'v7#)7(}1]-__(A'+'#))' 5 5 .
Como f conserva el baricentro, f(P+ Ad+ u®) es el baricentro de los puntos

(f(E+ ), A), (f(P + ), ), (f(P), 1 = (A+ p)).

Se tiene, por tanto, que
S(P)f(PHAtAp®) =Af(P)f(P+4d) + pnf (P)f(P+9) + (1 = A —p) f(P)f(P)
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Es decir, A A A
fAG+ pt) = M (4) + pf(9).

Se concluye que f es lineal y por su propia construccién, resulta que f es
una aplicacién afin con aplicacion lineal asociada f = f [w

4.9 Nota.- La aplicacion f definida en la demostracion de la proposicion
anterior no depende del punto P tomado.

En efecto, sea otro punto () € A, entonces

Q+v_P+JD—c§+v_P PP+PQ+P(P+v)
Asi, @ + 9 es baricentro de los puntos ponderados (P, —1),(Q,1), (P + 4, 1).
Como f conserva el baricentro, resulta que f(Q + v) es el baricentro de los

puntos (f(P),—1),(f(Q),1), (f(P—I— ), 1); entonces
f@QFQ+9) =—-f(Q)f(P) + f(Q)F(Q) + f(Q)F(P+79) =[f(P)f(P+7).

Para dar una caracterizaciéon de aplicaciones afines en términos de conser-
vacion de la razén simple, necesitamos que la aplicacion sea al menos inyectiva,
para que la imagen de puntos distintos sean también diferentes.

4.10 Proposicién.- Sea f: A — A’ una aplicacion biyectiva entre espacios
afines, asociados a espacios vectoriales E y E’, sobre un mismo cuerpo
K de caracteristica distinta de 2. Entonces:
f es una aplicacién afin < f aplica puntos alineados en puntos alinea-
dos y conserva la razon simple.

Demostracién.- (=) Por la Nota 4.6, si f es una aplicacién afin biyectiva
lleva puntos alineados en puntos alineados. Ademas, si Py, P, y Ps (P; # P»)
son tres puntos alineados, la razén simple (Definicién 3.25) (P; P, Ps) es el

— B —
escalar tal que P\ Py = (P Py P3) P Ps.

Esto quiere decir que P; es el baricentro de P» y P afectados de los ” pesos”
—(Py Py P3) y 1, respectivamente. Y como f conserva el baricentro, f(P;) es
el baricentro de f(P) y f(Ps;) afectados de los "pesos” —(P; P> P3) y 1
respectivamente; esto es,

f(P)f(Ps)— (P P> Ps) f(Pl)f(Pz): & f(P)f(P3)=(P1 P2 P3) f(P1)f(Pz),
por lo que (f(P1) f(P2) f(Ps)) = (P P2 Ps).

(<) Sea P € Ay f:E— E’ definida, para @ € E por f(¥) = f(P)f(P + ).

Si demostramos que f es lineal, entonces f es una aplicacién afin, determi-
nada por f, el punto P y su imagen f(P) € A’. La aplicacién lineal asociada
es, entonces, f: f

—

Para u, v € E, existen ), R, SeAtalesqueU—PQ,'v—PR u+v = PS.
Luego, PS = PQ + PR = PQ + Q)S, entonces PR = QS.
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—
Si M es el punto medio de P y S, se tiene que PM=

1/ 2PS (el cuerpo K es de caracteristica distinta de 2).
Si N es el punto medio de Q) y R, N es el baricentro de

Q) v R afectados del mismo ”pesos”, es decir,
PN— PO+ PR = 1P0+ 108 = pPg
2 2" 2 2°7 20 7

— —
Se concluye que PM= PN, luego M = N.

Por otra parte, en términos de la razén simple, que M y N sean los puntos
medios de Py Sy de @) y R, respectivamente, significa que

(PSM)=5 v (QRN)=_.

Asi, por la hipétesis sobre f, f(P), f(S) y f(M) son distintos y estan ali-

neados y (f(P) £(S) f(M)) = 1. Andlogamente, ((Q) f(R) f(N)) = L.
Como M = N, se tiene f(M) = f(N); con lo que f(M) es el punto medio
de f(P)y f(5), y también es el punto medio de f(Q) y f(R); con lo que

fFP)F(S) =2f(P)f(M) y f(Q)f(R) =2f(M)f(R) Luego:
f(P)f(S) =2f(P)f(M) =2f(P)f(Q)+2f(Q)f(M),
F(P)f(S) =2f(P)f(M) = 2f(P)f(R)+2f(R)f(M).

Sumando miembro a miembro, teniendo en cuenta que f(M) es el punto
medio de f(Q)y f(R) y mmphﬁcando se obtiene

FP)F(S) = F(P)f(Q)+ F(P)f(R),

Es decir,

— —
Sean ahora © € Ey A € K, existen Q, R € A tal que u = PQ, \u = PR,

entonces,
(f(P) F(Q) F(R)) = A

Yy
)= F(P) (P +Aa) = \(P)F(Q + ).
h(\G) = \f(3).

Se concluye que f es lineal. I

(PQR) =
F(P)f(R)=Mf(P)f(Q

s~ |~

La demostracién de la siguiente caracterizacién de aplicaciones afines, sélo
requiriendo que sea biyectiva y que transformen rectas en rectas, puede con-
sultarse en [9, pag. 76]; para el caso més general de espacios proyectivos en [0,
pag. 104] o para planos proyectivos en [5, Apéndice B].

4.11 Proposicién|[Teorema fundamental de la geometria afin].- Dada
una aplicacion biyectiva f: A — A’ entre espacios afines de la misma
dimension n > 0, entonces:

f es una aplicacion afin si y soélo si f aplica puntos alineados en puntos
alineados. I
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4.2 Grupos de afinidades

La composicion de aplicaciones afines es una aplicacién afin:

4.12 Proposicion.- Sean (A;,E;), 1 = 1,2,3, espacios afines, f:A; — Ao
y g:A2 — As aplicaciones afines de aplicaciones lineales asociadas
f:Ey — Es y g:E; — E3. Entonces go f es una aplicacion afin de
aplicacion lineal asociada go f = go f.

—

Demostracién.- Basta con verificar que g f = §o f. Para todo P,Q € A4
se tiene:

9o f(PQ) = (g9°f)(P)(g° Q) =g(f(P)g(f(Q)) =3(f(P)f(Q)) =

~ —> ~ —>

=9(f(PQ)) = (3° ))(PQ).

[

En particular, cuando consideramos los espacios vectoriales como espacios
afines, veamos como son la aplicacién lineal y la traslacion que determinan la
composicién de dos aplicaciones afines (ver Ejemplo 4.3).

4.13 Proposicion.- Sean E; (i = 1,2,3) tres espacios vectoriales conside-
rados como espacios afines, f:Ey — Ey y g:Ey — Ej3 dos aplicaciones

afines, con f = tf(aEl) ofyg= tg(aEQ) ° (. Enti)ices,

9ol =tygopn@ 97

Demostracion.- ) ~ L
9o F =i,y °9) g ) ) = Loy ) ar(g ) °9° T =

= Loig ) 470, °9° T =g pyg) 2 9° T

El vector de traslacién es (g f)(0g,) = g(0g,) + g(f(0g,)).
Por lo que, la aplicacién afin go f es lineal cuando ¢g(0g,) = —g(f(0g,))-

La relacion existente entre una aplicacion afin y su aplicacion lineal asociada
se pone de manifiesto en el siguiente resultado:

4.14 Proposicion.- Dada una aplicacion afin f: A — A’ de aplicacion lineal
asociada f: E — E’ se tiene que:
i) f esinyectiva < f es inyectiva
ii) f es suprayectiva < f es suprayectiva

Demostracién.- i) Como f(PQ) = Og: < f(P)f(Q)= 0> < f(P) = f(Q).

f inyectiva y f(P—Cj) — 0y =>P=Q= P—Q> = Og.
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f inyectiva y f(P) = f(Q) = P—Q> —0:=P=0Q.
i1) Supongamos que f es suprayectiva y w € E’. Existen dos puntos R y
S en A’, tales que w = RS y dos puntos P y @ en A tales que R = f(P)
y S = f(Q). Por tanto, w = RS = f(P)f(Q) = f(P_Q)) Es decir f es

suprayectiva.
Si f es suprayectiva y R € A’, sean los puntos auxﬂlares QeA yS, S =

f(Q)if( ~); ex1sten'v€ Ey P € A tales que 9 = Pny() RS .
Asi, RS = [(5) = [(PQ) = [(P)/(Q) = [(P)S. Luego, f(P) = Ry f es

sobreyectiva.
[m

4.15 Corolario.- Dada una aplicacion afin biyectiva f: A — A’ de aplicacion
lineal asociada (biyectiva) f: E — E’, se tiene que f ! es una aplicacion

afin con aplicacién lineal asociada f—! = f~1.

Demostracion.-

1. ) .
1g =flef=/f" 1/\f/ }:>(f)1f1
1y—bv=f¥1—fﬁ*

4.16 Definicion.- Si una aplicacion afin es biyectiva diremos que es un
isomorfismo afin o transformacion afin. Cuando el isomorfismo
afin es sobre el mismo espacio afin se dice que es una afinidad. Dos
espacio afines son i1somorfos si entre ellos existe un isomorfismo afin.

El conjunto de todas las afinidades de un espacio afin A es un grupo con la
operacién composicién, que se suele denotar por A(A).

4.17 Ejemplo.- FEuxiste una aplicacion afin biyectiva entre todo espacio afin
A asociado a un espacio vectorial E de dimension finita n sobre un
cuerpo K vy el espacio afm canonico K™ (Ejemplo 2.5). Dicho de otra
forma, todos los espacio aﬁnes de dimension n sobre un cuerpo K son
isomorfos al espacio afin candonico K.

Tal aplicacién afin biyectiva se obtiene dando una referencia cartesiana R =
{O; 4y, ...,14,} y definiendo
fiA— K" P (z'... 2"
siendo (z!,...,2™) las coordenadas de P en R.

Si Q es un punto de A de coordenadas (y!,...,y"), la aplicacién lineal
asociada a f estd dada por:

f(PQ) = FP)F(Q) = (v —a*,....y" %

f es la aplicacién lineal determinada por f(4;) = & (i =1,...,n), siendo &; el
i—€ésimo vector de la base candnica de K".

En este caso, el grupo afin se denota por GA(n, K), del cual el grupo general
lineal GL(n, K) es un subgrupo.
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4.3 Expresion matricial de una aplicacion afin

Usando referencias las aplicaciones afines se pueden representar en términos
de matrices.

4.18 Proposicién.- Sean una aplicacion atin f: A — A’ de aplicacion lineal
asociada f:E — E’, R = {O:%,..., 8y} y R = {0 %,...,0,}
referencias cartesianas en E y E’, respectivamente. Si las coordenadas
de un punto X € A son (x!,...,2") respecto de R, las coordenadas
de su imagen f(X) son (y',...,y™) respecto de R’ y las coordenadas
de f(O) son (b',...,b™) respecto de R’, entonces

y! bl ai a3 - al x!

y? b? ai a3 -+ a2 22
. = ) +

y™m b al* ayt - al x"

La matriz A = (a{ ) es la matriz asociada a la aplicacion f respecto de
las bases {u,...,u,} de Ey {¥y,...,0,,} de E’.

Demostracién.- Usar la expresién matricial (dada en la Proposicién 1.41)
~—
de una aplicacién lineal, que f(X) = f(O) + f(OX) y, por tanto, que
O f(X)=0fO) + f(OX). [

Podemos poner las ecuaciones de una aplicacién afin por

1y (1 0 1
Y, B A X))’
siendo X e Y matrices columna formadas por las coordenadas cartesianas

(b, ...,2™) y (y',...,y™) de los puntos X y f(X) respecto a las referencias
R y R’, respectivamente; B la matriz columna formada por las coordenadas

cartesianas (b',...,0™) del punto f(O) respecto a la referencia R’; A = (al)
es la matriz asociada a la aplicacion f respecto de las bases {uy,...,d,} de E
y {¥1,...,Un} de E’; y donde 0 indica un matriz fila con n ceros:
1 r 0 0 --- 0 1
y! vt al al - d} x!
T . V» a3 a3 - a? x?
y" b ot ayt - alt z"

Cuando usamos coordenadas homogéneas deducidas de las referencias car-
tesianas R y R’, es decir, si (£%,€1,...,6") con o' = €/€° (i =1,...,n) y si
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(% nt,....n") con y? =ni/nY (j = 1,...,m), las ecuaciones de la aplicacién
afin se expresa (poniendo aj = b',... al* = b™) por:
10 = £° n® 1 0O --- 0 £0
1 140 1¢1 1¢en 1 at  alt o al £l
p=ade tale 4o paker 0| @ a ;
-,’-’rlsc_u-u?:rL-souu-u-lr;’L-vlu-u-‘-.-.uuvu?-,rl:-”:L : : : . : :
no = ag 5 + ap § + + ay, n" a,70n a{n agb gn

Antes de tratar otros casos particulares de aplicaciones afines, a parte de las
traslaciones, pongamos un par de ejemplos de aplicaciones afines en el plano real
que tienen que ver con determinados fractales o con lenguajes de diseno grafico;
en las que interviene traslaciones, giros y homotecias en el plano afin real ([5,
§3.3], http://webpages.ull.es/users/amontes/apuntes/gdh.pdf#h-afinidades).

4.19 Ejemplo.- Operador makefont en PostScript como aplicacion afin.

En PostScript, las operaciones de traslacién (translate), rotacién (rotate)
y cambio de escala (scale) quedan abarcadas en una transformacién afin de

la forma:
x’ m S x
)= )+
Y q r.on Y
Con los seis coeficientes que intervienen en esta aplicacion afin se confec-

ciona la matriz del lenguaje PostScript siguiente (!

[mrsnpq]

Uno de los usos de la matriz de transformacién es para transformar carac-
teres de un texto por medio del operador makefont, o para modificar la repre-
sentacion de una imagen a partir de su descripcion digitalizada, utilizando el
operador image. Existen muchos més operadores que tienen como uno de sus
argumentos una matriz de transformacién (citemos, por ejemplo, aquellos que
sustituyen una matriz por otra, el que multiplica matrices, el que obtiene la
inversa, etc.).

En PostScript cada juego de caracteres esta asociado a un matriz de trans-
formacion que determina la escala, la orientaciéon y la posicion de los carac-
teres. Esta matriz consta de seis elementos, con indices que varian del 0 al 5:
[mrsnpq

m es el pardmetro (indice 0 de la matriz) que representa la longitud en
puntos del caricter.

r (Indice 1) esta relacionado con el angulo 6 que forma el caracter con la
horizontal, » = mtag¥.

s (indice 2) esté relacionado con el angulo (§ del cardcter con la vertical,
s = ntagf.

n representa la altura en puntos del caracter.

p,q representan el desplazamiento en puntos, con respecto al origen de
coordenadas; una posible utilizacion es para colocar subindices y superindices.

Esta matriz es el parametro del operador makefont que transforma el juego
de caracteres, por lo que [m 0 0 m 0 0] makefont es equivalente a m scalefont.

Podemos transformar el texto ” Afinidad”, mediante el siguiente programa:

(1) Més informacién en: http://webpages.ull.es/users/amontes/latexps/matriz.pdf.

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012


http://webpages.ull.es/users/amontes/apuntes/gdh.pdf#h-afinidades
http://webpages.ull.es/users/amontes/latexps/matriz.pdf

4.3 Expresién matricial de una aplicacién afin 71

/Times-Roman findfont [50 0 100 -100 O 0] makefont setfont
/texto (Afinidad) def
20 -80 translate
0 O moveto
gsave
.5 setgray
texto show

grestore
/Times-Roman findfont [50 0 50 50 0 0] makefont setfont

texto show

Cuyo resultado es el siguiente:
ﬁ&l%g\
N\ N\
4.20 Ejemplo[Fractal punta de flecha].- Con respecto a la referencia candnica
en IR?, considerar las tres transformaciones f,q y h dadas por

f(xay): <_i$_§y+§7§x_iy+§>7

3 V3 1 \/5)

4
1 3
g y)=(—c2+—Fy— T~ Y+ —
4 47 4 4 17" g

11\/§>

h(z,y) = <§37a §?J + )

Las expresiones matriciales son, respectivamente:

(46
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Sy S
S1
Sy

Curva de punta de flecha de Sierpinski

53 54 85

(Applet-Cabri http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/gl-36.htm)

S

Estas tres aplicaciones afines resultan ser composicion de giro, homotecia y
traslacion, como sigue:

f es la composicién de un giro de centro en O(0,0) y amplitud 120° con
una homotecia de centro en O y razén 1/2, seguida de una traslaciéon de vector

b= (3/4,V/3/4).

g es la composicién de un giro de centro en O(0,0) y amplitud 60° con una
homotecia de centro en O y razén —1/2, seguida de una traslacién de vector

W= (—3/4,/3/4).

h es la composicién de homotecia de centro O(0,0) y razén 1/2 con la
traslacion de vector 4% = (0,4/3/4). O bien, h es una homotecia de centro

(0,v3(2) y razén 1/2.

El segmento Sy = [—1, 1] se trasforma en la poligonal S; = f(Sp) U g(Sy) U
h(Sp) (asociada al triangulo equilatero de base Sp), que parte del punto (1,0)
hasta la mitad del lado derecho (ésta es la imagen f(Sy)), seguida del segmento
que une los puntos medios de los lados laterales (h(Sy)) y de la mitad del lado
izquierdo hasta llegar a (—1,0) (g(Sop)).

Procediendo iteradamente se obtiene una sucesion de lineas quebradas

Sni1 = f(Sn) Ug(Sn) Uh(Sy),
que forman el fractal punta de flecha de Sierpinski (2.

(2) Waclaw Sierpinski (Varsovia, 1882-1969) Matemdtico polaco. Miembro fundador de la escuela
matemadtica polaca moderna, junto con Janiszewski y Mazurkiewicz, que contribuyé al progreso de
la teoria de conjuntos y de la topologia y favorecié la consolidacién de los fundamentos 16gicos de
las matematicas. Llevé a cabo importantes investigaciones sobre teoria de niimeros. Dedicé una
parte de sus investigaciones al estudio de distintas formas de fractales, como ejemplos:

(http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/SierpinskiTremas.shtml)
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4.4 Homotecias

4.21 Definiciéon.- FEn un espacio afin (A, E,+), fijado un punto P y un es-
calar k € K — {0,1}, una homotecia de centro P y razon k es la

aplicacion hpj: A — A definida por hp(X) = P + kP—X>, para todo
X e A.

4.22 Proposicién.- Una homotecia es una aplicacion afin de aplicacion li-

neal asociada hpj = k1lg. Una homotecia hpj es una afinidad de
aplicacién inversa la homotecia hP 1.

'k
—_— —_—
Demostracién.- Sean S = hp(Q) =P+ kPQ yT =hpi(R)=P+k PR,
— —_— —
es decir, PS =k PQy PT =k PR. Luego, ST = PT —PS =k(PR—PQ) =
% ~
kEQR. Asi, la aplicacién lineal asociada hp, verifica:
hpr(QR) = hpp(Q)hpir(R) = ST =kQR.
Se tiene que h pk(V) = kv, que es claramente lineal y biyectiva, con apli-
cacién inversa h; P, (D) = 17 [

4.23 Proposicién.- Una recta y su imagen, mediante una homotecia, son
paralelas.

Demostracion.- Sean una homotecia hpj y una recta L que contiene al

punto @ y tiene la direccién de un vector ¥. Un punto genérico de L es de la
forma @ + A9 (A € K), entonces su imagen mediante la homotecia hp, es:

— ——»> - — 9 —

hpi(Q+ A0) =P +EkP(Q+\d) = P+ kPQ + kA= hpi(Q) + N9
que estd en la recta L’ que pasa por hp(Q) y tiene la direccién del vector v,
es decir, paralela a L. [w

Una homotecia hpj tiene a P como unico punto fijo y hemos visto cémo
es la aplicacién lineal asociada a una homotecia; a modo de reciproco, se tiene

A L G 8 O
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que, si una aplicacion afin tiene como aplicacion lineal asociada la aplicacién
identidad multiplicada por un escalar, ella es una homotecia, de la cual vamos
a determinar su punto fijo.

Para poder encontrar la aplicacién afin f: A — A que tenga como aplicacion
lineal asociada k1g, necesitamos conocer la imagen R de un punto @ (pag 59).

Se ha de verificar que f(X) = f(Q) + klE(@—)?) =R+ k@—)? Si f ha de ser
—
una homotecia ha de tener un punto fijo P, que ha de cumplir P = R + kQP,
osea, RP = RQ + QP = kQP; entonces, el punto fijo verifica:
— 1 — 1 —
La homotecia hp}, coincide f, ya que

— 1 — —_  —
hep(X) = P+kPX =Q+ 5 QR+ k(PQ+QX) =

1 — 1 — P
=Q+ QR - k{7 QR) +kQX =
—Q+QR+kQX = R+ kQX = f(X).

4.24 Nota.- Si de una homotecia se conocen su razén k y la imagen R de
un punto @, su centro P es baricentro de puntos ponderados (Q, —k)
y (R,1). O lo que es lo mismo, P es el punto tal que la razén simple

(PQR) = k.

Ya que su centro, como se acaba de exponer, es el punto
— 1 — — — —_—  — -
QP = ﬁQR@(l—k)QP:QRﬁ—kPQ—I—PR: 0.
La ultima igualdad expresa, si 1 — k # 0, que P es el baricentro de @ y
R afectados de los "pesos” —k y 1, respectivamente (Definicién de baricentro,
pag. 40).

4.25 Ejemplo.- Un caso particular de homotecias son las que poseen razon
k= -1, hp_1 = sp, a la que se le denomina simetria central de

centro P; esto es, sp(X) = P — PX o sea Psp(X) + PX = 0, es
decir P es el punto medio de X y sp(X).

Si componemos traslaciones y homotecias resultaran afinidades del mismos
tipo, por lo que el conjunto de traslaciones y homotecias, con la operaciéon
composicién, es un grupo, subgrupo de grupo afin.

Veamos cudl es el centro y razén de la homotecia resultante o el vector de
la traslacién, en su caso.

La aplicacion lineal asociada a la composicion de dos homotecias, hp, y
hqg. ks, es la composicién de las aplicaciones lineales asociadas a cada una de

ellas, o sea, ¥ — k1ko®. Por tanto, la composicion de las dos homotecias es una
homotecia de razén kqiks.
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— —
Si su centro es el punto R, para todo X € A, se tiene que RX” = kRX,
siendo X” = hg 1, (X") y X' = hp, (X).

—
RX" = RQ + QX" = RQ + k2QX" =

—_— — — —
= RQ + koQP + k1ko PX = RQ + koQP + k1ko PR + k1ko RX .
De aqui se sigue que

k=kiky, RQ+kQP+ k1k2PR 0.
RP + PQ + ksQP + klkgPR = 0.
PR — klkngR PO — ko PO.

Rep+1=™ 53
B 1—kiky
Por tanto, la composicién de las homotecias hp, y hg i, €s la homotecia
1-k
de centro alineado con Py @, en P + ﬁP—Q) y razon kiks, el producto
— K1k

de razones.

Otra manera de determinar el centro R de la homotecia hq i, °hpk,, que
tiene razén kiks, es usar el hecho de que R es el baricentro de un punto y su
imagen, afectados de los "pesos” —ki1ko y 1, respectivamente. Asi, sea P y su

imagen P” = (hg.k, °hpi, ) (P) = Q + k2QP, entonces
_— _ — —
—ki1ksRP + RP” = 0<% —k1koRP + RQ + koQP = 0

—

—k1ksRP + RP + PQ + ksQP = 0 —(1 — k1ko)PR + (1 — ko)PQ = 0 &

1—]62 —_—
=P P
R +1—k1k2 @

El centro de la homotecia composicién obtenido tiene sentido si kiko # 1.

Cuando k1ko = 1 la aplicacion lineal asociada a la composicion es la identi-
dad, por tanto, se trata de una traslacion si k1 # 1 (kg2 # 1) o de la identidad
si k1 = ko = 1 (cada homotecia de partida es la identidad).

Como aplicacién de las traslaciones y homotecias tratamos, a continuacién,
unas versiones afines de los teoremas clasicos de Pappus y Desargues. En
realidad, estos resultados son teoremas de la geometria proyectlva y de tal
punto de vista se pueden demostrar estos teorema en una version mas general
([6, pég. 130 y 135]).

4.26 Proposicion[Teorema de Pappus|.- Dados dos rectas L y L’ sobre
un plano afin. Sean A, B y C' puntos sobre la primera recta, y A’, B’
y C’ puntos sobre la segunda recta tales que ninguno de ellos coincide
con el punto D de interseccion de L y L’ (si se se intersecan), si la recta
AB’ es paralela a la BA’, y la recta BC" es paralela a C'B’, entonces
las rectas AC’ y CA’ son paralelas.

Demostracion.- Si las rectas L y L’ no son paralelas, sea D su punto de
interseccion.
(Applet-Cabri http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/gl-34.htm)
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Sean f y g las homotecias de mismo
centro D y tal que f(A) =By g(B) =
C'. Usando la Proposicién 4.23, se tiene
que A’ = f(B’)y B’ = g(C"). Ademss,
como las homotecias de mismo centro
conmutan, h = feog=gef es una ho-
motecia de centro D, se obtiene que
C = h(A) y A = h(C”). Con lo que
las rectas AC” y C'A’ son paralelas.

Si las rectas L y L’ son paralelas se usan traslaciones en vez de homotecias. [

4.27 Proposicién[Teorema de Desargues|.- FEn un espacio afin (A, E) se

dan dos triangulos ABC y A’B’C”, donde los vértices A, B, C, A’, B’,
C’ son todos distintos, si las rectas AB y A’B’ son paralelas y también
las rectas BC'y B’C” son paralelas, entonces:

Las rectas BC' y B’C” son paralelas <

Las rectas AA’, BB’,CC’ son paralelas o concurrentes.

Demostracién.- (=-) Ya que las rectas AB y A’B’ son paralelas, los puntos

A A’ B y B’ son coplanarios (AB’ = AA’+ A’B’= AA’ + AAB). Asi, las
rectas AA’ y BB’ son paralelas o concurrentes.
Consideremos el segundo caso, cuando ellas

se intersecan, y sea D su punto interseccion.
Sean f la homotecia de centro D y tal que
f(A) = A’. Por la Proposicién 4.23, f(B) =
B’.

Si f(C) = C”, larecta AC es paralela a A’C”
y, por tanto, las rectas A’C” y A’C” coinciden.
Analogamente, se tiene que la recta BC' es pa-
ralela a B’C” y, por tanto, las rectas B’C’ y
B’C” coinciden. En consecuencia, C’ = (C”.
Luego, C'y C" = f(C) estéan alineados con el

» centro de homotecias D.
La demostracién en el caso de que las rectas AA’ y BB’ sean paralelas, se

deja como ejercicio.

(<) Es similar a la demostracién en el otro sentido y se deja como ejercicio.
[w

4.5 Proyecciones

Antes de dar la definiciéon de proyecciones en el lenguaje de aplicaciones

afines, vemos unos ejemplos en los espacios vectoriales IR y IR®, con las es-
tructuras de espacio afin candnicas.
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4.28 Ejemplo.- Sean F = {(z,y) € IR*/y = 22} y G = {(z,—x)/z € IR}
dos subespacios vectoriales suplementarios de IR®. Consideramos la
variedad lineal (recta) F = P + F que pasa por P = (2,1) y tiene la

direccion de F. Dado un punto X € IR?, su proyeccion sobre F en la
direccion de G (es decir, en la direccion de cualquier variedad lineal
G de subespacio director G) es el punto p(X) obtenido considerando la

—
L, . .., 2
componente unica del vector PX en F en la descomposicion de IR” en

—
suma directa IR> = F® G, que llamamos pr(PX); con lo que podemos
poner:

p(X) = P+ p(PX).

(Observacién: Al punto s(X) que aparece en esta figura no nos referimos aqui, sino en

parrafo 4.6, dedicado a simetrias.)

La expresion en coordenadas de esta proyeccién se puede obtener por dos
vias: una, la que se acaba de exponer y, otra, mediante interseccion de rectas.
Asi:

1) Sea un punto X(&,7). Obtencién de la proyeccién descomponiendo el
—

vector PX en F& G, tomando como base {(1 2)} en Fy {(—=1,1)} en G:
1
€—=2n-1D=A1L2)+pu(-1,1)=A=2 (€+n 3), n=g(=26+2+3).

p(Em) = (2.1) + 36+~ 3)(1,2); (g) (L1)+ (;;g e ) ()

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012



78 Aplicaciones afines

Antes de exponer el segundo método para determinar p, indiquemos que
el resultado obtenido no depende del punto P tomado en F, como se com-
prueba sustituyéndolo por un punto genérico Q(t,2t — 3). Las ecuaciones de la
proyeccion obtenida tampoco dependen de las bases tomadas en los subespacios
FyG.

La proyeccion sobre F obtenida es una aplicacién afin (ver Ejemplo 4.3):
composicién de un endomorfismo en IR? (que en este caso es un proyector —

Definicién 1.39- en IR?) seguida de una traslacién de vector @ = (1, —1), cuyo

extremo estd en J
. . %
Tomando Py(1,—1), se puede escribir p(X) = p(Py) + pr(FPoX); con lo que
p es una aplicacion afin de aplicacién lineal asociada el proyector pr

2) Sea un punto X (£, n), para determinar su proyeccién p(X), se intersecan
la recta que pasa por X (&,n) y es paralela a G con la recta que pasa por P(2,1)
y es paralela a F.

—(z-8=y-n y-1=2-2)

4.29 Ejemplo.- Sean F = {(z,y,0) € R*/z,y € R} y G = {(0,t,t)/t € IR}
dos subespacios vectoriales complementarios de IR®. Consideramos la
variedad lineal (plano) F = P + F que pasa por P = (0,0,1) y tiene
la direccion de F. Dado un punto X € IR, su proyeccion sobre F en
la direccion de G (es decir, en la direccion de cualquier variedad lineal
G de subespacio director G) es el punto p(X) obtenido considerando la

—

componente dnica del vector PX en F en la descomposicién de IR® en
—
suma directa IR® = F® G, que llamamos ps(PX ).

Si X = (€,1,¢) € IR®, la proyeccién p(X) = (€,1,¢’) de X sobre el plano
JF paralelamente a la recta G se obtiene intersecando el plano z = 1 con la recta
que pasa por (£,m,() y paralela a la recta = 0,y = z, cuyas ecuaciones son
x—&=0,y —n=2z—(; resulta:

(57777’76) - (fﬂl - C—i_ 17 1)

O bien, resolviendo en A\, u y v:
(57777C_1) = )‘(17070)+M<07170)+V(07171) = A :faM:n_C+17V = C_l
(&, ¢") =(0,0,1) +£(1,0,0) + (n — ¢+ 1)(0,1,0),

& 0 1 0 0 /¢
nl=1]+] 0 1 -1 n
¢ 1 00 0 ¢

e

Asi, si Py = (0,1,1), p(X) = p(Fo) + pr(FPoX) y p es una aplicacion afin.
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F= P+F

4.30 Ejemplo.- Sean F = {(z,y,0) € R*/z,y € R} y G = {(0,t,t)/t € IR}
dos subespacios vectoriales suplementarios de IR®. Consideramos la
variedad lineal (recta) G = P + G que pasa por P = (1,—1,0) y tiene
la direccion de G. Dado un punto X € IR®, su proyeccién sobre G en

la direccion de F (es decir, en la direccion de cualquier variedad lineal
F de subespacio director F) es el punto p(X) obtenido considerando la

—_—
componente dnica del vector PX en G en la descomposicién de IR® en
—
suma directa IR® = F® G, que llamamos ps(PX ).

Si X = (&,1,¢) € IR?, la proyeccién p(X) = (¢',1,¢’) de X sobre la recta
G paralelamente al plano F se obtiene intersecando la recta z = 1,y +1 = 2z
con el plano que pasa por (£,7,() y paralelo al z = 0; resulta:

(57777,7C7) = (LC - 17C)
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O bien, resolviendo en \, u y v:
(5_1777+17 C) = )‘(1707 0)—|—,LL(0, 1a0)+1/(07 1, 1) = A=¢-Lp=n-C+lLv=_(
(f’aﬁ,7C’) — (1a _170) + C(Oa 17 1)7

& 1 0 0 0 13
n|l={-1]+ 0 0 1 n
¢ 0 0 0 1 ¢

Asi, p(X) =p(P) + pF(P—X>) y p es una aplicacion afin.

En cada uno de estos ejemplos la proyeccién p, sobre una variedad afin (recta
o plano) paralelamente a otra variedad afin (recta o plano), es una aplicacién

afin, de aplicacién lineal asociada el proyector pr (pz = pr). Pues bien, este
puede ser el punto de partida para definir una proyecciéon en un espacio afin A,
como una aplicacion afin de aplicacién lineal asociada un proyector conocido,
dando ademds, para poder determinar la aplicacién afin, la imagen de un punto
u otra condicion que sustituya a ésta.

4.31 Definicién.- Sea A un espacio afin asociados a un espacio vectorial
E; dadas dos variedades lineales & y G con subespacios directores F
v G, respectivamente, tal que F@® G = E (F y G son suplementarios),
consideramos el proyector pr de E sobre F (paralelamente a G) y un
punto P € F, a la aplicacion (afin) py: A — A definida, para todo X,

—
por p5(X) = P + pe(PX)

le llamamos proyeccion sobre § paralelamente a §G.

Para que esta definicion sea coherente, debemos confirmar que la aplicacion
py: A — A es verdaderamente afin y, ademéas, que no depende del punto P
particular, tomado sobre J.

En efecto, si en la definicién de py tomamos X = P, se tiene que py(P) = P

y, por tanto, -
p5(X) = p5(P) + pr(PX).
Asi, pg es una aplicacién afin de aplicacién lineal asociada ps el proyector pg.

Veamos que el punto P no es relevante en la definicion. Sea otro punto
— — —
Q € F, entonces PQ € Fy pr(PQ) = PQ); se tiene que
— —
Q +pr(QX) = P+ pe(PX).
— — = — — —_—
Pues, Q +pr(QX ) = Q +pr(QP + PX) = Q+ QP +pr(PX) = P+ pr(PX).

A continuacién enunciamos unas primeras propiedades de una proyeccion pg
sobre una variedad lineal F (de subespacio vectorial asociado F) paralelamente
a G (de subespacio vectorial asociado G). Todas ellas se deducen de forma
inmediata a partir de la definicién de proyeccion que hemos dado.

1) F =Im(py) = f(A) es el conjunto de punto fijos.
2) VX € A = {ps(X)} = FN (X +G).
3) VPeF = (X € P+ Ge pe(X) =P).
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4) p% = pyeps = pg.

—_—

5) VX € A = pp(Xps(X)) = O
La propiedad 4) caracteriza las aplicaciones afines que son proyecciones:

4.31° Definicién.- Una aplicacion afin f: (A, E) — (A, E), que verifica f? =
fef=Ff, sedice que es una proyeccion.

Las dos definiciones que hemos dados son equivalentes y para establecerlo
nos basta, a partir de esta tltima, determinar las variedades lineales ¥ y G que
intervienen en la Definicion 4.31.

Observemos primero que la aplicacion lineal f asociada es a f también
verifica f2 = f Ya que, para dos puntos arbitrarios P, (Q € A:

F2(PQ) = FFP) (@) = fA(P) Q) = f(P)f(Q) = F(PQ).

Esto quiere decir que f es el proyector p F(5) de E sobre f(E) (paralelamente a
Ker(f)).

Por otra parte, F = f(A) queda fijo por f; pues si Y € f(F), existe un
punto X € A tal que Y = f(X), entonces f(Y) = f2(X) = f(X) € f(A).

Tomamos la variedad lineal (Proposicién 4.4) F = f(A) = Im(f), cuyo
subespacio director es F = f(E) y una variedad lineal tal que su subespacio

director sea G = Ker( f) Entonces, f es la proyeccién sobre F paralelamente
a cualquier variedad lineal de subespacio director G, ya que, fijado un punto
P € f(A), para todo X € A, se tiene que

f(X) =P+ pjg (PX).

4.32 Ejemplo.- Consideremos la aplicacion f:IR®> — IR>, definida por

flz,y,2) = (x;yﬂ,x;y—l,o), 6 X =P+ MX :
x’ 1 1/2 1/2 0 x
vy l=1-1]+1| 1/2 1/2 0 y
z 0 0 0 0 z

Se trata de una proyeccion sobre una recta que pasa por P(1,—1,0)
paralela al plano x +y = 0.

Como ((z+y)/2+ 1+ (z+y)/2—1)/2=(x+y)/2, se ve que f? = f: se
trata de una proyeccién en el espacio afin IR®. Su aplicacién lineal asociada f
tiene como matriz M, respecto a la base canénica en el espacio vectorial IR

Todo punto se proyecta en una recta, pues la dimensién de f (1R3) es 1, que
coincide con el rango de la matriz M. Un vector que da la direccién de la recta
es (1/2,1/2,0). Se trata pues de la recta que pasa por el punto P(1,—1,0) y
direccion (1,1,0):

F={(z,y,2) e R*/x —y —2=0,z = 0}.
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La direccién de la proyeccién es la del subespacio vectorial G = Ker(f) =
{(xa —QU,Z)/ZU,Z < IR} - {(CB,y, Z) < Bs/x ty= O}
A

—— R

F=P+F

Como aplicacién de las proyecciones, damos otra demostracion del teorema
de Tales, distinta de la que hemos expuesto en la Proposiciéon 3.27.

4.33 Proposicion[Teorema de Tales].- En un espacio afin (A, E), dados
tres hiperplanos paralelos Hy,Hy y Hg y dos rectas, no paralelas a los
hiperplanos, L1 y Lo tales que L; N H; = {P;;}, entonces se tiene la
igualdad de las razones simples (P11 P1s P13) = (Pa1 Pos Pa3).

‘| “

\>P11 P21/ H

&\P 12 P22 / H2

} H
P4 /P 3
\ s 423

Demostracion.- Consideremos, para ¢ = 1,2, las proyecciones p;: A — A
sobre la recta L; paralelamente a los hiperplanos dados de subespacio director
H. Estas proyecciones existen pues rectas e hiperplanos contiene un sélo punto,
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por los que sus subespacios directores son suplementarios. Entonces, por la
propiedad 2) de la pagina 80,
pZ(Plj) :LQQ(P”-FH) :LQO}CJ' :ng.
e — e —
Ahora, sea p = (P11 Plg Plg), €S dGCiI', P11P13 = pP11P12; entonces,
T - _— T
Py Po3 = P2(P11)p2(P13) = pz(P11P13) = p2()\ P11 P12) = Ap2(P11P12) =

= /\p2(P11)p2(P12) = APy Pos.
Con lo que A= (P21 P22 P23).

4.6 Simetrias

Volvemos a los ejemplos previos a la definicion de proyeccion. Asi, en el

Ejemplo 4.28, consideramos, para cada punto X en IR?, el punto s(X) tal que
p(X) (proyeccién de X sobre la recta & en la direccién de una recta G) es el
punto medio de los puntos X y s(X). Es decir, s(X) es el simétrico de X

respecto a F en la direccién de G. Se tiene, entonces, que Xs(X) = 2Xp(X),
o lo que es lo mismo

s(X)=X+2XpX).

Ademss, si P € F se cumple que s(P) = P; en particular, podemos tomar
P(2,1), como en dicho ejemplo. Asi, el punto s(X) lo podemos obtener, uti-

lizando los proyectores pr y Pg en espacio vectorial IR?, poniendo:

— —
s(X)=P —|—pF(PX) pe(PX) = s(P) + 5(PX),
siendo § = pr — pg, aplicacion lineal; en consecuencia, s es una aplicacién afin.

Lo mismo ocurre en el Ejemplo 4.29, donde s(X) es el simétrico del punto
X, respecto al plano F en la direccién de la recta G; o en el Ejemplo 4.30, en el
que s(X) es el simétrico de X respecto a la recta G en la direccién del plano F.

Estas consideraciones nos dan pie para dar la siguiente definiciéon de simetria
en un espacio afin arbitrario.

4.34 Definicion.- Sea A un espacio afin asociado a un espacio vectorial E;
dadas dos variedades lineales & y G con subespacios directores F y
G, respectivamente, tal que F@® G = E (F y G son suplementarios), y
dado un punto X € A, se llama simétrico de X, respecto a F en la
direccion de G, al punto sy, tal que
_
s3(X) = X + 2Xpg(X),
siendo pg la proyeccion de X sobre F en la direccién de G.
Se dice que sy es la simetria respecto a ¥ en la direcciéon del subes-
pacio vectorial G.

Para una simetria s respecto a una variedad lineal J en la direccién del
subespacio vectorial G, se tienen unas primeras propiedades, que se deducen
directamente de la definicién y de las propiedades de las proyecciones:

1) F es el conjunto de punto fijos de s.
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De estas propledades surge que "s es una aplicacién afin de aplicacién lineal
asociada § = pr — p¢".

En efecto, si P € ¥ se cumple que s(P) =Py
—_
$(X) =X +2Xps(X) = P+ PX + Xps(X) + Xps(X) =
T -
= s(P) + Pps(X) + Xps(X) = s(P) + pr(PX) + pe(Xps(X)) =

= 5(P) + pr(PX ) + po(XP+ Pps(X) ) = s(P) + pr(PX) — po(PX ) =
5(X) = s(P) + (pr — pe) (PX).

La propiedad 3) caracteriza las aplicaciones afines que son proyecciones:

4.34’° Definicién.- Una aplicacion afin f: A — A, que verifica f? = 14, se
llama simetria.

Para establecer la equivalencia de estas dos definiciones de simetria, solo nos
basta, a partir de esta ultima, encontrar una subvariedad J y una subespacio
vectorial director que verifiquen las condiciones de la Definicion 4.6.

Supongamos que f: (A,E) — (A, E) es una aplicacién afin tal que f? = 14,

y sea f su aplicacién lineal asociada (que necesariamente verifica f2 = 1g).
Consideremos el conjunto formado por los puntos medios de X y f(X),
para todo X € A, es decir,

F={X+ Xf /XEA}

El conjunto F serd una varledad lineal si F = {PQ / P,Q € F} es un subes-
pacio vectorial de E. Sean

R=P+ PP, S=Q+,Qf@)
RS = PG+ JQF(Q) ~ 3 PF(P] =
= PG+ ,Q7(@) - 5 (PG + P(P)) =

1 1/ — -~ —
=5 (PQ+TPJ@Q)) = 5(Pa + [(PQ)).
Luego, F es el subespacio vectorial {9+ f(?))/ﬁ € E} y, por tanto, F es una
variedad lineal.

————>
Ahora consideramos el subconjunto G = {X f(X / X € A} CE, que va a
ser el subespacio vectorial que determine la direccién de la simetria.

Sea P € F (f(P) = P), entonces, si X € A, PX = vy
X[(X) =(P+9)f(P+9) = (P+9(f(P)+ (7)) =
= (P+9)(P+ [(9) =3+ () = (f — 15)(9).
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Asi, G es el subespacio vectorial {f(7) — ¥/9 € E}.

Los subespacios F y G son suplementarlos:

— FNG={0g}. Sea @ € FN G, existen %,% € E tales que 4% =
f(91) 4+ 91 = f(Y2 — ¥2. Entonces, aplicando f a los dos miembros de la dltima
igualdad y usando f2 = 1g, se obtiene las relaciones:

B+ By = f(W) — (1) By — B = f(B1) + F(B).

De donde que, restando y sumando miembro a miembro, se tiene:

B=—f(B) B =f(T).

Por tanto, 4 = 0.

— E=F+G. Si

ueE f(uy+ueFy f(u) — u € G; con lo que:
(f(4) + @) + = (i — f(@) € F+G.

~J}

Veamos finalmente que la relacién entre f y pg (proyeccién sobre F parale-
lamente a G) es la que figura en la Definicién 4.6.

Sean P F (f(P)=P)y X € A,
ps(X) = P+ pe(PX) :P-i-pp(%(f(]D—X))—l—P—X))—l—%(P—X>—f(P—X>))> -

= P+- (f(PX)H?)?):P+%f(P)f(X)+%PX :P+%Pf(X)+%PX =

l—— 11—
ng(X) = XP+ §Pf(X)— §XP =

2Xps(X) = XP+Pf(X)=Xf(X) =
f(X) =X +2Xps(X).

Las afinidades cuyo cuadrado es la identidad (involutivas), es decir, las sime-
trias, tienen una matriz asociada (en una referencia adecuada) sencilla. Sea s
una simetria respecto a F en la direcciéon del subespacio vectorial G.

SidimA =n,dimF=ry R ={0;4y,..., 4, V1,...,0,_,} es una referen-
cia cartesianaen AconO € F,4; € F(i=1,...,r)yv9,€G(=1,...,n—r),
la matriz asociada a s en la referencia R es:

( L0 Lo 0 o )
0 1 0 0 0
MsRI=1 4 1 0 0
0 0 0 -1 0

N0 0 ..0 0 .. -1 )

4.35 Ejemplo.- La aplicacion f:IR® — IR* dada por f(x,y,2)=(1—xz,y, —2)
es una simetria.
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Se trata de una aplicacién afin: Si X = (x,y,2) y 0(0,0,0), f(X) = f(O)+
JUNN ~
f(OX), con f(z,y,2) = (—x,y, —2). Ademds, f? = 1s.

Para determinar la variedad lineal F sobre la cual se realiza la simetria,
debemos determinar su subespacio director:

F={f(z,y,2) + (z,9,2)/(w,y,2) € R’} = {(0,9,0)/y € IR}.
Y un punto fijo de f, por ejemplo P = (1/2,0,0). O bien, simplemente deter-
minando sus punto fijos:
F={1,y.2) € R*/(1-=,y,2) = (z,9.2)} = {(1/2,5.0) /y € R}.
La direccién segun la cual se hace la simetria es la del subespacio vectorial:

G={f(z,y,2) - (z,y,2)/(x,y,2) € R’} = {(—22,0, -22) [z, y € R},
es decir, el plano coordenado XOZ.

Conociendo la recta &F, eje de simetria, y la direccion dada por el plano
XOY, podemos determinar las ecuaciones de la simetria en cuestién. Lo cual
hacemos por dos vias:

1) A partir de la definicién de simetria dada en 4.6. Sean X = (z,y, z) € IR?
y P =(1/2,0,0) € F, entonces la proyeccién de X sobre F en la direccién de
G es:

—
= (1/2,0,0) 4+ (0,4,0) = (1/2,y,0).
—_—
F(X) =X +2Xpz(X)= (z,y,2) +2((1/2,9,0) — (2,9, 2)) = (1 — z,y, —2).
2) Usando los conocimientos sobre rectas y planos en el espacio ordinario.
El plano paralelo a XOY por el punto (&,7,() tiene por ecuacién y = n; éste

corta a larecta &, z = 1/2, 2z = 0 en el punto (1/2,7,0). El simétrico (¢’,7’,(’)
de (&,m,() respecto a (1/2,7,0) se obtiene de:

£+£7:17 77—1_77’:2777 C+C’A:0 = (577777,@):(1_5;777—0-

>F

F
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TEMA 5

Espacios vectoriales reales
euclideos

En el espacio tridimensional ordinario €, ademaés de la estructura afin
(pag. 18), aparecen las nociones métricas como longitud de segmentos, distan-
cia entre puntos, perpendicularidad, areas, volimenes, etc. Para tratar estas
nociones se introduce una nueva estructura que consiste en dar una métrica o
producto escalar que permite tratar estos conceptos en el marco adecuado.

Para llegar a una definicion formal de producto escalar en un espacio vecto-
rial abstracto ahondamos, como hemos hecho antes de introducir las nociones
de espacio vectorial (pag. 1) o de espacio afin (pag. 18), en el origen y moti-
vacion de la misma, haciendo uso de conocimientos adquiridos en geometria
elemental en el espacio ordinario €.

5.1. Caso de los vectores libres del espacio ordinario . . ... . .. 87
5.2. Productoescalar . . . . . .. ... ... ... ... ... 89
5.3. Norma asociada a un producto escalar . . . . . ... ... ... 93
5.4. Bases ortogonales . . . . ... ... ... ... ... 96
5.5. Angulo determinado por dos vectores . . . . . . ... ... .. 101
5.6. Subespacios ortogonales . . . . . . ... ... L. 102
5.7. Proyecciones y simetrias ortogonales . . . . . . ... ... ... 105
5.8. Producto vectorial . . . . . . . ... ... oL 106
5.9. Transformaciones ortogonales . . . . . . . . . ... ... .. .. 112

5.1 Caso de los vectores libres del espacio ordinario

Recordar como se definen las funciones trigonométricas seno, coseno y tan-
gente de un angulo:

C

BC AB BC
cosa = — taga = ——

AC AC AB

Sen & =

A B
Cada una de estas igualdades relacionan el angulo o con los lados del tridngulo

rectangulo ABC', de angulo recto en B.
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—
Un vector P(@) en el espacio ordinario queda determinado por dos puntos;
su origen P y su extremo Q; la distancia entre ellos se llama moédulo del vector

: P
y se designa por ||PQ||.
Para poder relacionar cémodamente las longitudes de los vectores y los
angulos entre ellos, con sus componentes se da la siguiente definicién:

—

-9 = |47 cos(d, ).
Como |4, ||9]] ¥ cos(u ¥) son numeros, el resultado es un nimero, por lo que
se da a esta operacion con vectores el nombre de ’ "producto escalar”.

La proyeccién de un vector 4 sobre otro ¥ se expresa en términos al producto
escalar por:

~J}

6 v

>
>

Ayudéandonos de la nocién de proyeccion de un vector sobre otro se pueden
establecer unas propiedades del producto escalar:

U + U
. 1) 4-9=4v-4
uz 2) (U +1Up) - V=1 U+ Uz D
@ 3) (M) 5= A(ii- 3) (5-1)
f - 4) d4-u>0
v — — — —
~ 5) d-u=0<u=0
Relaciones que se justifican por:
La 1) cos(u, ¥) = cos(d, u).
La 2) pv(ul + Up) = Pzu1 + Ppu2
La 3) |\ |3 cos(\, 3) = N[ ] cos(d 9).
La 4) cos(z_i, u) =
Lab) ||u|=0< u=0

Si E es un espacio vectorial real, tomaremos como punto de partida estas
propiedades como axiomas que deben verificar una aplicacion p: Ex E — IR
para que sea un producto escalar. Las propiedades 2) y 3) expresan lineali-
dad en los dos argumentos; por este requisito empezamos para introducir el
producto escalar sobre un espacio vectorial, estructura adicional que permitira
formalizar conceptos tales como norma de un vector, angulo entre vectores,
base ortonormal, producto vectorial, etc.
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5.2 Producto escalar

El concepto basico para definir una estructura euclidea en un espacio vecto-

rial real () es el llamado producto escalar de vectores, que es una forma bilineal
simétrica con algunas propiedades extras.

5.1 Definicion.- Se llama forma bilineal sobre un espacio vectorial real
E a una aplicacion
p:Ex E— IR, (d, 0) — (4, 9),
que es lineal en los dos argumentos, es decir:
1) (At + pi, ) = A p(t, D) + pp(tz, D).
2) (U, AT + p2) = A (U, B1) + p (U, V2).

para VY, U, Us, U, V1, V2 € Ey V), u € IR.

5.2 Ejemplo.- Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean f:E —
K y h: E — K aplicaciones lineales. Entonces p: E X E — K definida
por cp(u v) = f(u)h(V) es una forma bilineal.

Matriz asociada a una forma bilineal

Si B ={é,...,€é,} es una base de E, la matriz cuyos coeficientes son los
nimeros reales a;,; = ¢(€;,€;), i,7 = 1,...,n, se denomina matriz de la
forma bilineal.

Asi, una forma bilineal p: Ex E — IR se puede expresar de la siguiente
manera;

ail a2 A1in ()
2
o a21  a22 a2
(ﬁﬁ)—f; ajz'y’ = (z' z* - 2™) : Y
YU, v) = 2 iyt Y = .
17]:1 .
n
anp1 ap2 oo Apn Yy
donde (z!,...,2™) v (y!,...,y") son las componentes de los vectores 4 e o

respecto de la base B. Las coeficientes de la matriz (a;;) son ntimeros reales
©(€,€),1,7=1,...,n
Con notacién abreviada, la expresién matricial de una forma bilineal ¢ se

puede poner como ¢(u, V) = YMmy = Z @;jT z'y’, siendo X e Y las matrices
1,j=1

columnas formadas por las componentes de los vectores 4 e ¥, y M = (a;;) la

matriz asociada a ¢ respecto de la base B.

Si respecto a dos bases de E, By B’, M y M’ son las matrices asociadas a
una forma bilineal p: EX E — IR, X eY y X’ e Y’ son las matrices columnas

(1) En todo este tema, aunque no se especifique, siempre consideraremos espacios vecto-
riales sobre el cuerpo de los reales.

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012



90 Espacios vectoriales reales euclideos

de las componentes de dos vectores e ¥y si, finalmente, X = AX’ eY = AY’
son las formulas de cambio de bases de B a B’:

—*—»_t _t 9 7_t7t 9
Pl ) = 'XMY = (AX)M(AY") = X (‘AMA)Y }:>M’—tAMA.
u, v

(5-2)

5.3 Ejemplo.- Sea la forma bilineal o: IR®> x IR* — IR dada por:

1 1 0 y!
o((z' 2%, 2%), (y',v*y) = @', 2% 2% [ 1 2 -1 Y
0 —1 1 y3

Respecto a la base B={(—1,-2,1),(1,0,1),(—1,1,1)} la matriz de
@ es diagonal.

Pues, el cambio de bases de la canénica By = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} a
B esta dado por la matriz:

-1 1 -1
A=1 -2 0 1
1 1 1
Por lo que M = *AMA es:
-1 -2 1 1 1 0 -1 1 -1 18 0 0
1 0 1 1 2 -1 -2 0 1 ] = 0 2 0
-1 1 1 0 —1 1 1 1 1 0 0 0

La determinacion de los coeficientes de la matriz M’ de ¢ respecto a la base
B={(-1,-2,1),(10,1),(—1,1,1)} se puede hacer a partir de su definicion:

¢<(—1,—2,1),(—1,—2,1)) ¢<(—1,—2,1),(1,0,1)) ¢<(—1,—2,1),(—1,1,1))
%(1,0,1),(—1,—2,1)) go((l,O,l),(l,O,l)) go((l,O,l),(—l,l,l))
¢((—1,1,1),(—1,—2,1)> @((—1,1,1),(1,0, 1)) go((—l,l,l),(—l,l,l))

Producto escalar

Para introducir como axioma la propiedad 1) en (5-1) del producto escalar
en el espacio afin ordinario, necesitamos la siguiente definicion:

5.4 Definicion.- Una forma bilineal p: E x E — IR se dice que es simétrica
si (1, ¥) = (U, u), para todo par de vectores u, v € E.

5.5 Nota.- Como los coeficientes de la matriz M asociada a una forma bili-
neal ¢ respecto a una base {€;,...,€,} son ¢(é;,€;),4,j=1,...,n=
dim E, se tiene una caracterizacién para que ¢ sea simétrica: es que M

e . t
sea simétrica, es decir, M = "M.

La otras propiedades 4) y 5) de (5-1), que se deben exigirse a una forma
bilineal para que sea producto escalar son las siguientes:
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5.6 Definicion.- Diremos que una forma bilineal ¢: E x E — IR es definida
51 Vo € E— {0}, (9, 9) # 0.
Y ¢ es positiva si: Vv € E, p(v,v) > 0.

5.7 Nota.- Puesto que ¢ es bilineal, se tiene ¢(0, ) = 0, y ya que es definida
positiva, ocurre que:
©(1,9) =0< ¥ =0.

Exponemos a continuacion un método para averiguar cuando una forma bi-
lineal es definida positiva, haciendo uso de la matriz (a;;) asociada y denotando
por:

a1 - Qig

Ag =

ag1r -+ Okk

5.8 Proposicién[Criterio de Sylvester].- Sea E un espacio vectorial real
de dimensioén finita y M la matriz de una forma bilineal simétrica
p: E x E — IR respecto de una base fijada. Entonces,
¢ es definida positiva < A, >0, (k=1,...,n).

Demostracién.- Puede consultarse en [3, Proposicion 2.3, pag. 254]. [w

Recopilando las tltimas definiciones ya podemos introducir el siguiente con-
cepto:

5.9 Definicién.- Un producto escalar en un espacio vectorial real E es
una forma bilineal simétrica y definida positiva sobre E:
gExXE— IR (u,v) — g(u, 9) := - .

—

Es decir, verificindose Vu, Uy, Us, v, V1,02 € Ey VA, 1 € IR:

Ay +pide) -0 = Aty -+ ptp- 0
U ()\1714‘#’!72) = AU U+ pu- Vo
u-v = V-u
v-v > 0
v-v=0 & U=0

5.10 Nota.- El producto escalar es también conocido como producto punto
0 producto interno.
Cuando una aplicacion bilineal de ¢: E X E — IR es un producto escalar
cambiamos ¢ por la letra g y para expresar que un espacio vectorial E
tiene un producto escalar pondremos (E, ) o bien (FE,g).
La matriz asociada al producto escalar la denotamos por (g;;) y la
denominaremos matriz métrica.
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5.11 Definicién.- Si E tiene dimension finita, la matriz asociada al producto
escalar respecto de una base B se denomina matriz métrica del pro-
ducto escalar respecto de la base B.

5.12 Definiciéon.- Un espacio vectorial euclideo es un espacio vecto-
rial real E dotado de un producto escalar.

5.13 Ejemplo.- El espacio vectorial real IR"™ es euclideo, con el producto es-
calar candnico definido para (z1,...,2"), (y',...,y") € IR™ por

(', .2 -ty =2ty 4+

Nos referiremos al espacio vectorial euclideo real canénico IR" cuando éste
estd dotado del producto escalar dado en el Ejemplo 5.13.

5.14 Ejemplo.- Sea E un espacio vectorial real de dimension 2 y {€é;, é}
una base de E. Sia > 0 y b®> —ac < 0, se define el producto escalar
por: (zlé; +ylésr) - (v2é) +y?8) = axlz?® + b(xly? + 2%yl) + cyly?.

En efecto, se trata de un producto escalar pues las propiedades simétrica y
de bilinealidad se verifican facilmente. Que es definida positiva se deduce apli-

b ) asociada
c

cando el criterio de Sylvester (Proposicién 5.8) a la matriz ( Z

a la base {€1, €2} . En particular:

5.15 Ejemplo.- La aplicacion cp R? x IR*> — IR definida por:

p((ahy'), (2%, y%) = a'a® —aly® —y'a® + ay'y’.
es un producto escalar si o > 1.

5.16 Ejemplo.- Si A,B € M,,«n(IR), A- B = traza(A tB) es un producto
escalar en M, xn(IR).

1 1
CLl CL2 a™ bl b
1 1 1 b2 b2
A.B:traza o o . o« o e o e e o o e 1 m f—
1 9 "
a a a
m m m n n
bl bm

(apby + -+ aby) + -+ (al by +---+a™b™).

5.17 Ejemplo.- Sean a,b € IR, a <b y Cla,b] = {f:[a,b] — IR/ continua}
espacio vectorial real (con las operaciones como en el Ejemplo 1.4). Se
define un producto escalar en Cla b] por:

fh/f
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FEn el casoen que a = —my b =7y n,m € IN, se pueden determinar los
productos escalares: 0sim£n 0sim#£n
(sennt) - (senmt) = : (cosnt) - (cosmt) = :
Tsim=n Tsim=n

/2
(sennt) - (cosmt) = 0, 1-1= / dt = 2m, t-(t*42) =0.
—7/2

5.3 Norma asociada a un producto escalar

5.18 Definicién.- FEn un espacio vectorial euclideo (E,-), se llama norma o
longitud de un wvector v al niimero real no negativo

|9|| = +Vv-o

5.19 Ejemplo.- La norma asociada al producto escalar euclideo candnico de
IR"™ (norma euclidea) estd dada para un vector (ry1,xs2,...,x,) € IR"

or.
P |‘(£E1,£U2,...,£Ifn)”:\/$%+:13%—|—..._|_x121'

5.20 Ejemplo.- Utilizando la norma asociada al producto escalar en IR?
dado por:

(@1, 1), (22,92)) = (31, 41) (%2, ¥2) = 42122+ 2y1y2 = 2(T1 Y2 +2291),
la norma del vector ¥ = (2,1) es ||9]|, = V10, mientras que la norma

euclidea del mismo vector es ||| = /5.

Algunas propiedades de la norma definida a partir de un producto escalar,
se describen a continuacion.

5.21 Proposiciéon[Propiedades de la normal.- Dados dos vectores 4y ¥
de un espacio vectorial euclideo E y un nimero real A\, se verifica que:

1) 8] =0 v=20.

2) ||Ag] = [l |-
3 H’l_i + 17” < H’l_I:H + H’ﬁ” (Desigualdad triangular o de Minkowski)
4

ot

(HUHQ + H’UH ) = |’ﬂ—|— 5”2 + H’l_l),— 17”2 (Ley del paralelogramo)

@)

2
Mi“—Hu+MP—Hﬂ—WP
21

J

= Hu+ ’UH2 — HUH2 — H’UH2 (Identidad de polarizacion)

oo

| H = [|9|| & (u+ 9) - (4 — D). (Ley del rombo)

= I9ll < [lz = =].

N N N L e

|_’ . 17| < H’ﬁ” H’ﬁ” (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
|

Ne)
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Demostracién.- Las propiedades 1) e 2) se deducen inmediatamente de la
definicién de norma asociada a un producto escalar.

4) Supongamos que ¥ # 0 (para ¥ = 0, la verificacion es inmediata). Como

el producto escalar es definido positivo, para todo A € IR, se tiene que:
(@4 A\9) - (u+ A9) > 0.

Al ser el producto escalar bilineal y simétrico, esta desigualdad es equiva-
lente a la siguiente: 12 + 2(3- H)A + 5222 > 0.

Considerando el primer miembro de esta desigualdad como un polinomio
cuadrético en )\, con el coeficiente de A\? distinto de cero, no puede tener dos
soluciones reales distintas; por lo que:

_ (@-9)” —[|la]?||9)* <o,
que es equivalente a la desigualdad que debemos establecer.

Podemos también proceder para demostrar la desigualdad 4) de la forma
siguiente:

0< <q ﬂ-?ﬂ) <4 {,,54) Lo 211 v, 4+ﬁ-17ﬁ-64 N
<lu——==v) - |Uu— —==0)| =u-u— u-v — — V-0
192 2H’vH2 192 19 [|5]|?
=0 < [|lal|® - — (4-9)" < ||al?||9]]* = @5 <[4l 9]

1912

3) Surge de la desigualdad siguiente y usando 4):
|4+ =(d+3) - (d+0)=4d-u+24 -6+ 3-0=||d)|* +2d-a+ ||9)? <
— — — — — — — — — — 2
< [lalf® + 2|4 - @ +[|9]* < [|al* + 2| g@lll|la] + 19> = (@] + [|9])° -

5) y 6) Desarrollamos ||% + 9||* como se hizo al demostrar 3), y también
|2 — 9|?; s6lo basta ahora sumar o restar los resultados obtenidos.

7) Esta relacion esta implicita en la demostracién de la propiedad 3).
8) Poniendo 4 = 4 — ¥+ 9, tenemos
4] = [|(d —9) + 9| < ||d— 3 + [|4],

de donde se deduce que: [|4|| — [|9]| < [|@— .
Anélogamente, cambiando ¥ por 4, tenemos que:

19| = [|(¥ — 4d) + al| < |9 — 4l + [|df| = [|9]| - [[a]| < |[o—al = |d— .
De las dos desigualdades obtenidas, resulta que
[l = 19| < |4 — .

9) Sigue inmediatamente de que (4 + 9) - (@ — 9) = ||u/|? — ||9]|?.
I

La propiedad 9) de la iltima proposicién lo que nos dice es que si 4y
son dos vectores con la misma norma significa que el paralelogramo que ellos
determinan es un rombo; es decir, en el paralelogramo las diagonales 4 + ¥ y
u — v son perpendiculares.
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5.22 Ejemplo.- La desigualdad de Cauchy—Schwarz (Proposicién 5.21) apli-
cada al espacio vectorial euclideo de las funciones continuas definidas
en un intervalo [a,b] (Ejemplo 5.17) se expresa en la forma:

/abf(t)h(t)dt < (/@b f2(t)dt> - (/ab h2(t)dt) 1/2.

5.23 Proposicion.- Para dos vectores 4 y © de un espacio vectorial euclideo
E se verifica la igualdad |u-9| = ||u||||9| si y sélo si 4y ¥ son linealmente
dependientes.

En efecto, si w y v son linealmente dependientes, existe A € IR y ¥ = A\,
luego

H
\U 9| = |u- | = |A|[d-u = WHUH2 (Al all |4l = ||| v]-
Si |u-9] = Hu||||'v|| entonces la ecuacién cuadritica HuH +2(u- 1‘5))\—|—H5H2)\2 =
0 tiene una raiz doble \g y tenemos que (4 + Ag¥) - ( + A T))

Sid =0, ||[d?) =0= 4 =0 Enestecaso, =0y ¥ so linealmente
dependientes.

Si\ # 0, ya que (d+Ag9)- (44 \g¥) = 0, se tiene que d+ A\g¥ = 0; entonces,
u 'y U son linealmente dependientes. [w

5.24 Nota.- En general, se puede definir una norma en un espacio vectorial
real E como una funcién || [|: E — IR que cumpla las condiciones 1),
2) y 3) de la Proposicién 5.21. Una norma cualquiera en este sentido
puede no estar asociada a un producto escalar. Un ejemplo de esto es

la norma en IR?, definida por ||(z',2?)||; = |z*| + |z2|. Esta norma

no estd asociada a ningtin producto escalar en IR?, pues falla la ley el
paralelogramo ( 5) de Proposicién 5.21 ), como se muestra tomando
u=(1,0)y v=(0,1)

2(]|aflf + 19]17) = 4 # 8 = ||+ 3|7 + || — 9|7

Un producto escalar puede ser recuperado a partir de la norma asociada a
él, utilizando la identidad de polarizacién 7) de la Proposicién 5.21:

—

U -

e

(e + 9l — [lal — =) -

DN | —

De hecho se tiene que:

5.25 Proposicion.- Una norma esta asociada a un producto interno si y
solo si la funcion que se obtiene mediante la identidad de polarizacion
de la norma, es un producto escalar. [w

5.26 Proposicion.- Sean E es un espacio vectorial real y || ||: E — IR es una
funcion que cumple con los axiomas de norma y con la identidad de
paralelogramo. Entones, la funcién definida a través de la identidad
de polarizacion es un producto escalar en E. (w
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5.4 Bases ortogonales

5.27 Definicién.- Se dice que un vector de un espacio vectorial euclideo es
unttario si su norma es 1.

5.28 Definicién.- Se dice que dos vectores u y v de un espacio vectorial
euclideo son ortogonales y se denota por u | v si su producto escalar

—

u-v=0.

5.29 Definicion.- Dada una familia {vy }rc; de vectores en un espacio vec-
torial euclideo, se dice que:
{Uk}ker es ortogonal si ¥; - ¥; =0, Vi,j € I con i # j.

{vk}kel es ortonormal si { H@H =v,-v, =1, Viel

5.30 Ejemplo.- La familia {sennt},>1 U{cosmt},>o, de vectores del espa-
cio vectorial euclideo C[—m, 7| del Ejemplo 5.17, es ortogonal.

En lo que sigue tratamos de encontrar una base de vectores, respecto a la
cual la expresion del producto escalar sea lo mas simple posible, lo que nos va
a facilitar el cdlculo de las componentes de un vector arbitrario. Antes damos
unos resultados que involucran a vectores ortogonales.

5.31 Proposicion.- Toda familia ortogonal de vectores no nulos es lineal-
mente independiente.

Demostracién.- Dado una familia ortogonal de vectores no nulos {v1, ..., 9, },

T -, o .
siy: A'¥; = 0, para cada k € {1,...,7} se tiene que:
i=1

0= (£ X)) B =% N(@i B) = M(@ - B) = A =0,
=1 i=1

[w
Es posible normalizar cualquier familia ortogonal de vectores {v1,..., 9.},
no nulos, de un espacio vectorial euclideo: basta tomar los vectores ortonor-

males

Ul = 7575 U = 775 .
1] 15

5.32 Proposiciéon[Teorema de Pitdgoras|.- Dos vectores 4y ¥ de un es-
pacio vectorial euclideo son ortogonales si y solo si

16+ 1% = [l + [|5]]*.
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Demostracién.- Surge de que 4 y ¥ son ortogonales si y sélo si u- 9 =0, y
de
|4+ 6)|* = (@ + D) - (d+ v) = ||al|* +2a- 5+ |||

[

5.33 Definiciéon.- Se denomina base ortogonal de un espacio vectorial
euclideo a una base formada por vectores ortogonales. Se llama base
ortonormal a una base formada por vectores ortonormales.

Es facil observar que:
e La matriz asociada a un producto escalar respecto a una base orto-
gonal es diagonal.
e La matriz asociada a un producto escalar respecto a una base ortonor-
mal es la matriz identidad.

5.34 Ejemplo.- En IR® el conjunto de vectores
B = {61 = (3 4 O) ’02 = (—4,3,0),63 = (O O 2)}
son linealmente mdependzentes (’Ul c Vg = V- U3 =U3-v1 =0). La
matriz asociada a un producto escalar candnico en IR>, respecto a esta

25 0 0
base ortogonal es 0 25 0
O 0 4
La base ortonormal correspondiente a B es:
{r=(2,5,0), 8 = (—5,2,0) 45 = (0,0,1)}

Método de ortogonalizacion de Gram—Schmidt

5.35 Proposicién.- Si A = {¥y,...,9,} son vectores linealmente indepen-
dientes en el espacio vectorial euclideo E, entonces existen vectores

A, = {4y,...,u,} ortogonales tales que si AZ = {¥1,...,%} y Al =
{¥1,...,0;} para 1l <1i <r se tiene que Al = AZ

Demostracién.- El proceso para conseguir este conjunto ortogonal, llamado
método de ortogonalizacidn de Gram—-Schmidt, es el siguiente:

—

— Primero se toma 4, = ;.

— A continuacién se elige 1y = U2 + A21u; tal que se cumpla 4y - Uy = 0,
es decir,

— — — — — — il: .ﬁ
Ul'U2:U1'712+>\21U1'U1:0$)\21:—W
Con lo que Uy = Uy — ui ke Uy
|41 ]2

— Se elige ahora 3 = U3 + A31U; + A32uUs tal que 4y - Uz = Uy - Uz = 0, es
decir, L

— —

Uy - Ug = Uy - U3 + A3y - Uy + Azt - U =0 = A3 = —
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— — — — — — — — ﬁ : 6
UQ"UI3:'U,2'173+>\31’U,2'U1+)\32UQ‘U2:Oi)\ggz—ﬁ
2
Con lo que queda: U3 = T3 — 11,1_)_'1723&1 _ %%
[ | s |

— Continuando este proceso finito, se obtiene que:

. L k=1 - U
Up = U —Y —5 5 Uj (2<k<r)
=1 [ladg]2

[

Este método de ortogonalizacion de Gram—Schmidt nos permite, dada una
base en un espacio vectorial euclideo, obtener una base ortonormal. Una de las
caracteristicas mas tutiles de las bases ortonormales es que aportan un método
muy simple para calcular las coordenadas de un vector a través de cualquier vec-
tor de la base. En efecto, supongamos que {é€1, ..., €,} es una base ortonormal.

Para todo vector ¥ = z'é; + --- + 2"é,, si calculamos los producto escalares
v- €, (1 <k <n) se obtiene
6-ék:$1§1'§k+"'+$n§n-ékzxk:>$ =7 €.

Esto significa que z¥é; = (v - )&, es la proyeccién ortogonal de % sobre el

subespacio vectorial generado por el vector basico €.
—_

k

i \\\\ ,/’/////// lj; -
1 ) e
(Vs-€)i€_ & 7 37 €) 8
— @ /’/////
—  —>  —> e1 7

Vo-€) €

A

Construccién de una base ortonormal a partir de la base de IR3,
{61 = (270a0)77_52 = (3/2a3/2a0)77_j3 = (1/2a353/4)}
U = 91 = (2,0,0),é; = 4y /(d1 - u1) = (1,0,0);
U2 = U2 — (Uy - v2)/(d1 - u1)u1 = (0,3/2,0),é2 = (0,1,0);
U3 = U3 — (U1 - U3) /(U - U1)uy — (U - U3)/(dg - u2)uz2 = (0,0,3/4),é3 = (0,0,1).

5.36 Ejemplo.- Sea F el subespacio de IR* generado por el conjunto de vec-
tores {v1 = (1,1,0,0),9, = (1,—1,1,1),93 = (—1,0,2,1)}.
Obtener una base ortonormal de F.(2)

(2) Con MATHEMATICA, las instrucciones siguiente nos dan la respuesta:
< <LinearAlgebra‘Orthogonalization*
GramSchmidt[{{1,1,0,0}, {1,-1,1,1}, {-1,0,2,1}}]
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Los vectores {, U2, U3} son linealmente independientes, por lo que forman
una base de F. Apliquemos el método de Gram-Schmidt:

ﬁl - 61 = (17 17070)
Uy - Vo 0

Up =V — 0——=U =0 — U =(1,-1,1,1)
u - Uy 2
L o U W3 Up-W3. o 1o 2. 3 1
U3 = V3 — = —— U1 — = Uy = V3 — — U1 — Uy = _1717_7_
up - U Uo - U 2 4 22

Dividiendo cada uno de los vectores 1, U y U por su norma se obtiene la
base ortonormal:

L 1 1 . 1 111\ V2 V2 V2 V2
€1 = ’ )070 y€&=\3,—5,5,5 | €2=| — y ) ) .
NG 272272 37 37276

5.37 Ejemplo.- Supongamos que en un espacio vectorial euclideo de di-
mension 3 el producto escalar tiene asociada, respecto de una base
B = {4, Vs, U3}, la matriz métrica siguiente:

1 1 0
1 3 —1
0 —1 1

Vamos a obtener una base ortonormal respecto a este producto escalar.

Como v, -9 =0 =ay1, U3-0U3 =1 =az3y v - v3 = 0 = ay3, estos dos
vectores son ortonormales; por lo que solo nos bastaria encontrar otro vector
ortogonal a ellos. Ponemos u; = ¥1, Uy = v3, para determinar 43 ortogonal
a 41 y Us podemos seguir el método de ortogonalizacién de Gram—Schmidt o
bien poner (que en esencia es lo mismo):

Uz = )\11_51 + )\21_52 + )\363,
y encontrar los valores de A\', A2 y \3, tales que 43 - % =0y U3 - U2 = 0.
Uz - U = ()\1’1_51 + )\2’1_52 + )\3173) LU = A + A2 = 0,

Uz -ty = (AT + N2 + N3%3) - U3 = — A2+ X3 = 0.
Podemos poner A\! = —1,A?2 =1 y A\3 = 1, y tenemos la base ortogonal.

{1y, Uz, U3} = {1, U3, B — Vo + U3 }.
La base {1, Ug, U3} es ortonormal, pues también 43 es unitario:

1 1 0 —1
|G| =t - tis = (—111) [ 1 3 -1 1| =1.
0 -1 1 1

5.38 Nota.- Para demostrar la existencia de vectores ortogonales a partir de
un conjunto de ellos y que generen el mismo espacio, hemos utilizado
(Proposicién 5.35) que se parte de un conjunto finito de ellos, por lo
que tal proceso consta de un finito nimero de pasos. No obstante,
se puede proceder por induccién (ver [3, pag. 253|) y, por tanto, el
método de Gram—Schmidt es valido también cuando el conjunto de
vectores del que se parte es infinito numerable.
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5.39 Ejemplo[Polinomios ortogonales|.- FEn el espacio vectorial de los
polinomios en una variable con coeficientes reales, consideramos el pro-
ducto escalar

fog= / poroe

y aplicamos el método de ortogonalizacion Gram—Schmidt a los poli-
nomios )
n
e, z%,...,2", ...
para formar una base B de polinomios ortogonales, relacionados con
los Polinomios de Legendre.

Los primeros cuatro elementos de la base ortogonal B, aplicando el método
de ortogonalizacién de Gram—Schmidt, son:

Py(z)=1, Pi(z)=2v——1=2—"—F =r——-=u
1-1 " da 2
1 2 1 3
Pg(x)—:cz—l gj2 _:C xQx: 5 1T dx B R dx _ 2_1’
1-1 T-x 2 f_l x2dx 3
1-23  z-2°  Pya)-a 1
Py(z)=ad -1 27 2@) @7 )= et 3).

1.1 z-z°  Pyz) Palz) 5

Los cuadrados de las normas de estos cuatro polinomios son:

1 1 9
1-1:/ dr = 2, T-xT / 2?dr = =,
1 ) 1 3

1 1 8

P Paw) = [ (0 5) (22 gl = g5

P3(z) - P3(r) = /_1 <%x(5m2 — 3)>2dx _ 8

175
La expresién de un polinomio general de esta base ortogonal es (3):
|
P (z) = ——— (2 = 1)".

(3)Ccon MATHEMATICA, las instrucciones siguientes nos da los cinco primeros elementos de una
base ortogonal y ortonormal:
In[1]:= <<LinearAlgebra‘Orthogonalization
In[2]:= GramSchmidt[{1, z, %, z®, z*}, InnerProduct — (Integrate[#1*#2,{x,-1,1}]&),
Normalized — False]//Simplify

Out[2]:=
{1,x,% (3932 - 1) éx (5332 - 3) 3—15 (35904 — 302> +3)}

In[3]:= GramSchmidt[{1, z, 22, 23, z*},
InnerProduct — (Integrate[#1*#2,{x,-1,1}]&)]//Simplify
Out[3]:

1 /3 1[5/ 1\/7 2 3 (35z* — 302” + 3)
_— Y 1) .24/ = _
{\/5’\/2m’2\/2<3$ )3y 32 (5" =3). 8v2
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Y del elemento general de la base ortonormal:

Qn(x) =+v/n—(1/2)P_1(x).

Se trata de los polinomios de Legendre normalizados, los cuales resultan
ser precisamente lo que se necesita, por ejemplo, para poder llevar a cabo el
analisis del momento angular orbital del electréon en el d&tomo de hidrégeno,
desde el punto de vista de la Mecanica Ondulatoria.
(http://la-mecanica-cuantica.blogspot.com /2009 /08 /el-espacio-de-hilbert-ii.html 10-6-2011).

5.5 Angulo determinado por dos vectores

La desigualdad de Cauchy—Schwarz, es fundamental tanto para probar la
desigualdad triangular (3, de Proposicién 5.21) de la norma inducida por un
producto escalar, como para definir angulo entre vectores de un espacio vecto-
rial real. La desigualdad de Cauchy—Schwarz equivale a las desigualdades:

u-v
—1< = <1
| || 9

Como la funcién ”cos” es estrictamente decreciente en el intervalo [0, 7], con
valor minimo cos(7) = —1 y valor maximo cos(0) = 1, estas desigualdades no
permiten afirmar que si 4, 9 € E— {0} ((E,-) espacio vectorial euclideo) existe
un unico nimero real 6 € [0, ] verificindose que:

cos @

5.40 Definicion.- A este valor de 0 le denominamos el dngulo determinado

-~

por los vectores 4 y v. Se denotara por 0 = u, v.

Obsérvese que el angulo asi definido es un angulo no orientado, es decir,

—_——

U,V = u, 0.

Damos a continuacién algunas propiedades [7, pag. 108] del 4ngulo determi-
nado por dos vectores, que se deducen de las propiedades del producto escalar
que surgen de su Definicién 5.9.

5.41 Proposicion.- Si 4 y ¥ son vectores no nulos de un espacio vectorial
real euclideo (E,-) y A es un nimero real positivo, se tiene:

—_——

1) 4,9 =9,
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3) Si 4 y 9 son linealmente independientes con ||d|| = ||v||, entonces
T — T — T — T ——
U, v+ 0= Udu+0,0y 4, u— 0= Uu— 0,70
o~ .
4) —u,¥ =7 — u, V. (Se dice que los angulos son suplementarios)
5) 4,5=0< 8=\ (\>0).
6) Go=m< v=Ai(A<0).
7) ﬁ =7/2 < 49 = 0. (Los vectores son perpendiculares u

ortogonales)

8) Sean u y 9 son linealmente independientes, A\ y v numeros reales

—_— e~ —

positivos, W = Au+ puv, o« = 4, w, = W,V y vy = U, V. Entonces

y=a+f
v
W
Y
(04 —
>u

5.6 Subespacios ortogonales

En esta seccion se estudia la ortogonalidad entre familias de vectores y sub-
espacios vectoriales. Esto serd de interés a la hora de tratar la ortogonalidad de
subespacios afines (§6.1), asi como al trabajar con ciertos tipos de aplicaciones
afines (§6.3). Al estar hablando de ortogonalidad, queda implicito que el es-
pacio vectorial en el cual se trabaja es euclideo. Para empezar estableceremos
cuando dos familias de vectores son ortogonales.

5.42 Definicién.- Dos subconjuntos A y B de un espacio vectorial euclideo
se dice que son ortogonales (denotado A L B) si todo par de vectores
u € A y v € B son ortogonales, es decir, 4 - v = 0.

Cuando se tenga un subconjunto de un solo vector A = {4} escribiremos
4 L B en lugar de {u} L B.

5.43 Proposicion.- Si E es un espacio vectorial euclideo se verifica que:

1) SiB es una base de un subespacio vectorial FCE y ¥ € E, entonces:
vl F&s o9l B.
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2) Si F y G son subespacios vectoriales ortogonales, FN G = {0}.

Demostracién.- 1) Para establecer la doble implicacién, sélo hay que tener
en cuenta que B C Fy que todo vector ¥ € F se pone en combinacién lineal de
los vectores de la base B.

2) SiveFNG=9V€Fyvd€G=9-v=0=9=0. [

5.44 Definicién.- Dado un subconjunto A de un espacio vectorial euclideo
(E,-), se denomina subespacio ortogonal de A al conjunto de todos
los vectores ortogonales a A, esto es:

At = {3 € E/v-w=0,Vwe A}

Para que la anterior definicién, en la cual se denomina a Al subespacio
ortogonal de A, sea coherente, es preciso que el ortogonal de todo subconjunto
sea efectivamente subespacio vectorial. Esto es lo que se prueba en el siguiente
resultado.

5.45 Proposiciéon.- Dado un espacio vectorial euclideo (E,-), el subespacio
ortogonal de todo subconjunto de E es un subespacio vectorial.

Demostracién.- Sea A C E, como 0 € A+, AL es no vacio.
Ademas, dados A\, u € IR y 4, ¥ € A+, para cualquier w € A se tiene que:
W- (NG + pd) = N0~ 4+ pi- 5= 0= A+ uv € A*.
[w

Pasamos ahora a estudiar casos de espacios ortogonales de subespacios vec-
toriales.

5.46 Proposicion.- Si F es un subespacio de un espacio vectorial euclideo
(E,-) y dim E = n, se tiene:

1) Los subespacios F y Ft son suplementarios: E= F ® Ft.

2) Sean{é,...,é.} y{éi,...,€,€41,...,6,} bases ortogonales de
F y de E, respectivamente, entonces {€,11,...,€,} es una base
de F*,

IaL
3) (Fr)” =F.

4) FC G= G+ C F-.

Demostracion.- Antes de empezar a establecer los apartados de esta propo-
sicién, aclarar que la base {€éi,... €.} del subespacio FCE, se puede completar
para formar una base de E [3, pag. 76 Corolario 3.8 (Teorema de Steinitz o de
la base incompleta)] Aplicando luego el método de Gram—Schmidt podemos
conseguir una base ortogonal de E de la forma {el, ey €y rg1, ..., €}

Ademads, como para j = r+1,...,n los vectores €; son ortogonales a la base
{€é,..., er} de F, ocurre (por 1) de la Proposicién 5.43) que {€,41,...,€,} C

F*. Esto nos dice que dim F- > n — r, pero como FN F- = {8} (por 2) de
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la Proposicién 5.43), {€,41, ..., &y} es una base de F* y, por tanto, dim F* =
n—r.
Por lo expuesto, quedan establecidos los dos primeros apartados, 1) y 2).

3)Flo (FY) =EyFr o F=E=F=(F')". r

5.47 Proposicion.- Sean F y G dos subespacio de un espacio vectorial eucli-
deo E, entonces

D (F+6*=F-nGt, 2)(FNe)* =F-+G*.

Demostracién.- 1) Si un vector @ es ortogonal a F+ G, como FC F+ Gy
G C F+ G, resulta que w es ortogonal a F'y a G.

Para lo otra inclusion: un vector de F+ G se puede poner de la forma 4+ v
conue FyveG.

Asi,sih € FF-NGT = @ (4+9) = -4+ @0-9=0+0=0= w e (F+G)* .

2) Por la relacién 1), se tiene que (FX 4+ G+)*+ = (FHtn(¢H)t=FnG=
(FNG)*t =F+ + ¢t r

Ejemplo grafico en IR?:

<
(FNG)'= R’ ;

(F+@G)*

5.48 Ejemplo.- Sean A € M, xn(IR), F(A)CIR" el subespacio generado
por los m vectores cuyas componentes son las m filas de A, C(A)CIR™
el subespacio generado por los n vectores cuyas componentes son las n
columnas de A, es decir,
C(A)={Y e R"/AX ¢ R", AX =Y}
y N(A)CIR" es el subespacio de IR"™ formado por los vectores que son
solucion del sistema homogéneo que tiene a A como matriz de coefi-

cientes, es decir,
N(A)={X e R"/AX = 0}.
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Entonces, respecto al producto escalar euclideo canonico:

N(A) = (F(A)*, N (") = (c(A)*.

5.7 Proyecciones y simetrias ortogonales

Una situacién particular de proyectores (Definiciéon 1.39) se plantea en el
caso de subespacios vectoriales ortogonales.

Si FCE un subespacio vectorial del espacio vectorial euclideo E, cada vec-
tor 4 € E se descompone de forma tunica (Proposicién 5.46) como suma de

un vector de ¥ € F y otro de @ € F', que se llaman, respectivamente,
proyeccién ortogonal de 4@ sobre F y sobre F*, y se denotan:

¥=prid, W=pp. G, (4 =prt+ pp. W)

Se define el dngulo entre un vector % € E y un subespacio FCE como el
angulo que forma con su proyeccién, es decir:
— = = U-pri
u, F = u,pru = arccos —————.
]| pr 4l

Vamos a hallar la proyeccién de un vector 4 € E sobre un subespacio F del
que se conoce una base.

Cuando {wy, ..., w,.} es una base ortogonal de F:
Pri = Zl(ﬁ'ﬂfi)ﬁ’z‘-
(]
Si {®1,...,,} es una base arbitraria de F y prd = 1% + - + €79,

debemos imponer que el vector # — pr 4 sea ortogonal a F, es decu‘
(’Ii—z SZ@)-B;{:O (k=1,...,7)
i=1

Resolviendo este sistema de ecuaciones de r ecuaciones y r incégnitas en las
variables €1, ..., &7, encontramos las componentes de pru respecto a la base de
F elegida. Notar que este sistema tiene solucién Unica, ya que la matriz de los
coeficientes de este sistema, (¥; - ¥5); j=1,...r, €s la matrlz métrica del producto
escalar de E, restringido a F y, por tanto, tiene determinante distinto de cero.

5.49 Ejemplo.- En IR® con la estructura euclidea candnica, la proyeccion
(ortogonal) del vector 4 = (0,0,1) sobre el subespacio vectorial F =

{(z,y,2) € R*/z —y — 2 =0} es el vector W= (1/3,-1/3,2/3).

Dos vectores independientes de F son vy = (1,0,1) y v = (1,1,0). Para
hallar la proyeccién de 4 Sobre F, que sera de la forma AV, + pvo, debemos
encontrar A\ y u, para que 4 — ()\'vl + u,) sea ortogonal a F.

((0,0,1) — (M(1,0,1) + p(1,1,0))).(1,0,1) = 0 N+ p=1
((0,0,1) — ( 1, 0,1)+Z(1,1,0))).(1,1,0):0 }é >\+3Z:0 };‘
\ _

1 1., 1 1 2
sV — V2 = o' o)o |
3 3 3 3 3

—
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L . 111
uUu—u-— u = —, =, = ].
PrL Pr 37373

La misma situacién se presenta para las simetrias (Definicién ?7) en el caso
de subespacios ortogonales y suplementarios.

5.50 Definicién.- Sea E un espacio vectorial euclideo de dimension finita,
para dos subespacios F y G, si F' y G forman una suma directa E = FOG
v F y G son ortogonales (es decir, G = FL), la simetria ortogonal
con respecto a F y paralela a G es la aplicacion lineal definida, para
todo v € E, por

s(0) = 2pr(V) — .

Cuando F es un hiperplano, decimos que s es la reflexion en F.

En el Ejemplo 5.49:
2 21
s('ﬁ):2ppﬁ—ﬁ:(— >

5.8 Producto vectorial

En este parrafo introduciremos el producto vectorial en un espacio vectorial
euclideo. Este concepto nos serd de mucha utilidad sobre todo es espacios vec-
toriales euclideos tridimensionales, pues permite calcular de una forma rapida
y sencilla vectores ortogonales a dos vectores dados. Para este fin es preciso
definir previamente la nocién de orientacién para las bases de un espacio vec-
torial real.

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012



5.8 Producto vectorial 107

Orientaciéon de un espacio vectorial euclideo

5.51 Definicién.- Sean E un espacio vectorial real de dimension n, B =
{4y,...,4,} y B = {4y,...,u,} dos bases ordenadas de E 'y M la
matriz cambio de bases de B a B’; diremos que las dos bases B y B’

tienen la misma orientacidn si |M|:= det(M) > 0.
Diremos que B y B’ tienen ortentacidn opuesta u contraria si
M| < 0.

Existen dos orientaciones posibles en E. Dar una orientacdén en un espacio
vectorial es elegir una de las dos orientaciones posibles. La orientacién elegida
diremos que es positiva y la otra orientacion, negativa.

5.52 Ejemplo.- La orientacion dada por una base{ul, Ug, ..., U, } es opuesta
a la dada por las bases {tg, U1, ..., Un}t Yy {Us, .., Up_1,—Up}.

Matriz cambio de bases ortonormales

Vamos a expresar la condicion que debe satisfacer la matriz cambio de bases
ortonormales.

Sea B={éy,...,€,}y By ={4,...,1u,} dos bases de un espacio vectorial
E de dimensién n. Denotamos por M la matriz cambio de bases de By a B, es
decir, Y = M X, siendo X e Y las matrices columna de las componentes de un
vector respecto a las bases B y By, respectivamente. Si G es la matriz métrica
del producto escalar respecto a la base B, la matriz métrica del producto escalar

respecto a la base By es (ver 5-2) Gy = MGM.

Se tiene entonces, al ser la matriz identidad la matriz métrica respecto a
una base ortonormal, que:

Bo es una base ortonormal <— YWaM =1
Si B es ortonormal = (B es ortonormal <= MM =T M=% )

En consecuencia, el determinante de la matriz cambio de bases ortonormales
es +1.

5.53 Nota.- Una matriz A = (af)m:l,m,n, cuadrada con determinante no
nulo, cuya inversa es igual a su traspuesta recibe el nombre de matriz
ortogonal o lo que es equivalente el producto por su traspuesta es

la matriz identidad, t4a = I,,. En términos de sus coeficientes, esta
condicion se escribe:
n [ R 1sie :]

X G, =0 _{ 0siij
Esto quiere decir que las filas (también las columnas) de una matriz
ortogonal son las componentes de n vectores que forman una base
ortonormal en IR", respecto al producto escalar canénico. Debido a
este hecho deberia recibir el nombre de matriz ortonormal; no ob-
stante, una justificacién del nombre de matriz ortogonal podria ser que
las matrices de una transformacién ortogonal son de este tipo (Coro-
lario 5.71).
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5.54 Ejemplo.- Sean el espacio vectorial euclideo canonico R? y la apli-
cacion f:IR®* — IR® definida por (z,y, z) — (x + 2z, —y, 2z + 2). En-
contrar una base ortonormal respecto a la cual la matriz asociada f
sea diagonal.

Producto vectorial

5.55 Definicion.- Sean (F,-) un espacio vectorial euclideo real, dimE = n y

By={é,...,é,} una base ortonormal, se llama producto vectorial
den—1 Vect;ores V1,...,Up_1, respecto a la orientacion determinada
por By, al vector, denotado por vy X - -+ X¥,_1, tal que para todo u € E,
verifica
ut u? u"
) I B of
V1 X XUp_1 u = . , (5-3)
1 2
Up—1 Up—1 Uﬁ—l
donde (u',u? ..., u™) y (vi,vz,...,v%) son las componentes de @ y Uy
(k=1,...,n—1) respecto a la base By. Podemos denotar el segundo
miembro de la formula (5-3) por detg,(u, vy, ..., ¥p—1).

El producto vectorial v X - -- X ¥,,_1 esta bien definido, en el sentido de que
es el inico vector que verifica (5-3) y que es independiente de la base ortonormal
que determina la orientacion tomada en E.

Para lo primero, basta observar que las componentes de ¥ X -+ XUy _1,
respecto a la base By, s6lo dependen de los vectores vy, ..., ¥,_1, es decir, no
depende de .

La componente i—ésima del producto vectorial ¥; X - -- X ¥,,_1, respecto a la
base By, es

1 1—1 1+1 n

’1)1 o« e e Ul 1 Ul—"_l o« o o vl
1 11— 1 n

/l) o« o e /l) o« o o ’l]

. 2 2 2 2

1+1
(—1)

1 1—1 1+1 n

Up—1 " Up_ 1 Up_1 - U

Para establecer que el producto vectorial es el mismo cuando se toman dos
. . ./ —) —)
bases ortonormales con la misma orientacion, sea B) = {€;,..., €,} una base

ordenada ortonormal tal que det(A) > 0, siendo A = (a]) la matriz cambio de

bases de Bo a B}, la cual es ortogonal: A=1 = t4 y, por tanto, det(A) = 1.

Si (whw?,. .. uw™) y (Vi,v'%,...,0°}) son las componentes de 4 y Ty

(k=1,...,n—1) respecto a la base BO, se tiene que U = AU’ y Vj, = AV},
siendo U, U ", Vi, V), matrices columna, formadas por las componentes de los
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vectores 4 y U respecto a las bases correspondientes. La independencia del
producto vectorial de las bases By y B, surge, entonces, de que:

1 1. 1 1 1 1 1 S 1
u2 U% Ug_l a% a% ag Y 2 v 3 v Bt
) ) )

L T | ay Gy 0 Qp U v o U
n n n n n n m m m
u 'Ul Un—l (Zl 0,2 a, u v 1 v n—1

— — — —_ = —
detg, (4, 1, ..., Up—1) = detg: (U, D1, ..., Tp_1).

En el caso particular de que dim E = 3 las componentes del producto vec-
torial de 4 = u'é; + u?éy + ués y v = v'é; + v2é; + v3é; son:

T B A A P A
= u2 3 | & ol 3 | 2 ol 2 |87
= (u?v® — uPv?)é + (ol —utv?)éy + (utv? — uPvl)és. (5-4)

Tradicionalmente, sobre todo en la literatura de Fisica, como recurso ne-
motécnico se suele usar la notacién para producto vectorial, cuando n = 3,
siguiente:

€1 € €3
uxv=| ut uw® ud |,
ot w2 vl

entendiéndose que se trata de desarrollar formalmente este determinante por
la primera fila.

Vamos a mostrar una serie de propiedades del producto vectorial que,
aunque muchas de ellas son validas para cualquier dimension, se verifican en un
espacio vectorial euclideo tridimensional. Es por lo que repetimos la definicion
de producto vectorial para n = 3, con el fin de justificar mejor las propiedades
que vamos a exponer.

5.55’ Definicién.- Sean (F,-) un espacio vectorial euclideo real, dimE = 3 y
By = {é, €2, €3} una base ortonormal, se llama producto wvectorial
de dos vectores vy, Uy, respecto a la orientacion determinada por By,
al vector, denotado por v, X vo, tal que para todo u € E, verifica

ul w? o oud
VXV - b= vi 0¥ o3 |, (5-5)
1,2 .3

Uy V3 Vg

donde (u',u?,u?) y (v}, vz, vy) son las componentes de y , (k = 1,2)

respecto a la base By. Podemos denotar el segundo miembro de la
formula (5-5) por detg, (4, 1, U2).
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5.56 Nota.- La notacién ”X” que hemos adoptado para el producto vec-
torial estd bastante extendida en la literatura matematica. Esta no-
tacion se debe a Josiah Willard Gibbs (1839-1903) ), que la utilizé
para sus estudiantes de fisica. Su inconveniente es que puede inducir a
una posible confusién con el producto de ntimeros reales y el producto
cartesiano, pero se entendera su significado cuando los elementos con
los que operamos sean vectores.

Aparece frecuentemente la notacion uA v para el producto vectorial.

Esta notacién fue iniciada por Cesare Burali-Forti (1861-1931) (®) en
1908; Su inconveniente es que puede entrar en conflicto con la notacion
de producto exterior del algebra tensorial.

5.57 Proposiciéon[Propiedades del producto vectorial| .- Sean u, v, w,
@ vectores de un espacio vectorial euclideo (E,-) de dimension 3 y
A, i € IR, todos arbitrario. Se verifica:

1) uXv= —9Xu Anticonmutatividad

2) (ANd+ pt)Xw= ANuxw)+ u(vxw) Bilinealidad

3) UX79 es ortogonal a 4y a v

4) uX¥ = 0<% Uy a v son linealmente dependientes.

5) uXV # 0 = {4, D, uX v} es una base ordenada con orientacion
positiva.

6) UXV - w=1u- OXwW:=[uv¥w Producto mixto

v — (- 9)w. Doble producto vectorial
X4+ (WX 1) X9 = 0. Identidad de Jacobi

I lww w® | o L
9) (uxv) - (Wwxz) = 3o T3 =(u-w)(v-2) — (u-Z)(v- ).
10) ||uxd||? = ||4||*|9]|*> — (4 - ¥)%. Médulo del producto vectorial

Demostracién.- Las tres primeras propiedades, una implicacién de la 4
la 6) son consecuencia inmediata de la definicién de producto vectorial (5-5
propiedades de los determinantes.

y
y

N

Para la otra implicacion de 4), si 4X¥ = 0, todas sus componentes (5-4)
son nulas, es decir, el rango de la matriz formada por las dos ultimas filas del
determinate de la definicion es 1; esto quiere decir que las dos tltimas filas son
dependientes o lo que es lo mismo, @ y ¥ son linealmente dependientes.

(4) J. W. Gibbs.- Elements of Vector Andlisis. EIl primer capitulo ”Concerning The
Algebra of Vectors”, lo inicia con definiciones como vector, escalar, y andlisis vectorial
ademas de introducir muchos simbolos._‘ En lo referente al producto entre vectores, in-
trodujo el producto directo escrito 7@ - b7, y el "skew product” escrito como 7@ Xb”’, que
se refiere a los considerados hoy producto escalar y producto vectorial, respectivamente.
(http://www.100ciaquimica.net /biograf/cientif/ G /gibbs.htm)

(5) Cesare Burali-Forti; R. Marcolongo.- Elements de calcul vectoriel avec de nombreuses
applications a la geometrie, a la mecanique et a la physique-mathématique, Paris, Hermann,
1910.
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5) Se deduce de que det(4, v, X V) = uX P - uX9 = ||[uxXd| > 0.

La propiedad 7) puede ser establecida considerando las componentes de los
tres vectores y operar en ambos miembros, para comprobar que la igualdad se

verifica.

La Identidad de Jacobi, propiedad 8), surge de la propiedad 7).
9) Usando 6), se tiene:

(uX0) - (X&) =d- (VX (X&) =u-(v-ZB)w— (9 w)Z) =

(0- &) (4 w) — (V- w)(u-Z).

10) Es consecuencia de la 9), tomando w =4y & = 9.

5.58 Nota.- La propiedad 10) de la Proposicién 5.57 "mide” lo que le falta

para que la desigualdad de Cauchy—Schwarz (Proposicién 5.21) se con-
vierta en una igualdad. Ademas, nos permite poner la norma del pro-
ducto vectorial X v en funcién de las normas de cada uno ge\ ellos

y del dngulo que forman. Pues, por ser 4 - v = | dl||9|| cos(u, D), se
obtiene que

[ax 9| = ||d||v]| sen(w, ).
Las propiedades 1), 2) y 8) de la Proposicién 5.57 expresan que el

espacio vectorial IR® es una algebra de Lie (©) real respecto al producto
vectorial.

5.59 Nota.- Hemos dado la nocién de producto vectorial de n—1 vectores de

un espacio vectorial euclideo de dimensién n (en particular, de dos vec-
tores en un espacio vectorial euclideo tridimensional); pero la genera-
lizacién del producto vectorial de dos vectores a espacios de dimension
mayor que tres no es posible, salvo para el caso de n = 7. Este hecho
y asi como una exposiciéon histérica del origen del producto vectorial
y una descripcion de las mas destacadas y representativas aplicaciones
de este producto en Fisica y Matematicas, se puede consultar en el
articulo:

El Producto Vectorial, Juan Francisco Gonzalez Hernandez
http://www.uam.es/personal_pdi/ciencias/fchamizo /realquiler /fich /jfgh.pdf
(Consultada 2-8-2011)

5.60 Ejemplo[Area de un paralelogramo].- En IR*, el mddulo del pro-

ducto vectorial representa el area del paralelogramo cuyos lados son dos
vectores con origen en un mismo vértice.

(6) Un algebra de Lie es un espacio vectorial real dotado de un producto antisimétrico, que
en vez de la asociatividad usual verifica una relacién llamada identidad de Jacobi; precisando:

Un &lgebra de Lie es un espacio vectorial real g dotado de una aplicacion producto
[,]: g x g — g tal que:

1. El producto es bilineal.

2. Es antisimétrico: [y, z] = —[z, y].

3. Verifica la identidad de Jacobi: [[z,y], z] + [[v, 2], ] + [[2, =], y] = 0.
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cl

h h = ||v|| sen @
0 a Area=|d|h = ||ax 3

>

5.61 Ejemplo[Volumen de un paralelepipedo].- Fl valor absoluto del pro-
ducto mixto representa el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son
tres vectores con origen en un mismo vértice.

Si 4, , @ son vectores en IR®, entonces |4 - (¥ x )| es el volumen del
paralelepipedo definido por los vectores u, v, w, se tiene que:

|4 - (oxw)| = [|4]| || 5xw]| cos ],
donde 6 es el angulo entre los dos vectores 4y vX w.
Por otro lado [|9 x @ = [[9] ||@l|[ sen a| corresponde al drea del paralelo-

gramo que forman los vectores u, vy « es el angulo entre ellos.
Asi, reordenando los factores el producto tenemos:
|4 - (ox )| = (|[a]| |cosO])||[oxw|| =h-A=V.
donde h es la altura del paralelogramo, A es el area del paralelogramo de la
base y V' es el volumen del paralelepipedo.

5.62 Ejemplo.- FEl volumen de un tetraedro cuyos vértices son los puntos
A(3,2,1),B(1,2,4),C(4,0,3) y D(1,1,7) es igual a 1/6 del producto
—_—

mizto [AB AC' AD], en valor absoluto.

— — —

AB = (-2,0,3), AC = (1,-2,2), AD = (-2, -1,6)
—_— s ——

[AB AC AD] =5, Volumen del tetraedro = 5/6

5.9 Transformaciones ortogonales

En esta seccién consideramos aplicaciones entre espacios vectoriales eucli-
deos, que ademas de ser compatibles con su estructura de espacios vectoriales
(aplicaciones lineales), conserva los productos escalares definidos en ellos. Estas
aplicaciones, llamadas a veces movimientos rigidos, juegan un papel importante
en geometria.
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5.63 Definicién.- Dados espacios vectoriales euclideos (E,g) y (E,g), una
aplicacion lineal f:E — E se dice que es ortogonal si, para todo

u,0 € E
g(f(w), f(v)) = g(d, v). (5-6)

Diremos simplemente que f es una aplicacion ortogonal.

5.64 Nota.- Sino hay posibilidad de confusion sobre qué espacios se esta tra-
bajando denotamos, como ha sido habitual hasta aqui, la operacion de
producto escalar en todos los espacios vectoriales euclideos por -7, Asi,
una aplicacion ortogonal f: E — F entre espacios vectoriales euclideos

verifica que:
f(a)- f(9) =49

Del mismo modo usaremos, si no hay confusion, || || para las normas
asociadas a los productos escalares en los distintos espacios vectoriales
euclideos.

La denominacion de aplicaciéon ortogonal, omitiendo el calificativo lineal,
estd justificada por el hecho de que la condicién (5-6) implica que forzosamente
la aplicacion ha de ser lineal.

En efecto, para demostrar que f(Ad + pvd) = Af(u) + pf(¥) basta con

establecer que:
1f NG+ p®) — Nf (@) — pf(D)]* =
(f (At + p®) = Af (1) — pf(9)) - (f(Ad+ po) — Af(d) — pf(9)) = 0.
Efectuando el producto escalar indicado y usando (5-6) resulta:
(Ad+ p®) - (AU + pd) — A(Ad+ pd) - a4 — p(Ad + po) - v—
—AUNG + pB) - G+ N d+ Apdd - T
—p0 - (AU~ pv) + pA%- v+ pAv- v = 0.

5.65 Ejemplo.- Con las estructuras euclideas candnicas en R? Y R?, la
aplicacion f: IR* — IR

9 x Yy Y 2
e <ﬂ+\/6’¢§¢6’\/;y>

es ortogonal.

5.66 Ejemplo.- Consideremos el espacio euclideo IR® con el producto escalar
candnico, (ag,ay,asz) - (bo,b1,b2) = agby + a1by + azbs, y el espacio
euclideo C[0,27] de las funciones continuas definidas en el intervalo
[0,27] con el producto escalar

1 27
frg== [ rg
T Jo
Es ortogonal la aplicacion

F:IR® — C[0,2x], (ag,a1,as) — a0 + a1 cos B + as cos 26.

V2
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F(CLO,CLl,CLQ) ' F(b07blab2) —

= — — +aq cosf + as cos 20 —— 4+ by cost + bycos 20 ) df =

= apby + a1b1 + az2bs = (ag, a1, a2) - (bo, b1, b2).

Damos unas propiedades de aplicaciones ortogonales cuya demostracién se
deducen de forma inmediata de su definicién.

5.67 Proposicion.- Dados dos espacios vectoriales euclideos reales E y F,
para toda aplicacion ortogonal f: E — F se cumple:

1) ||f(d)]| = ||4d|]|, Vu € E. Conserva la norma de vectores
2) 4l v= f(u) L f(9), Vu,v€ E. Conserva la ortogonalidad
3) f es inyectiva.

Demostracién.- La propiedad (3) surge de la (1), pues f(u) = 0 = 4 = 0.
I

5.68 Nota.- En la Proposicién 5.67 hemos visto que una aplicacion orto-
gonal es una aplicacién lineal que conserva la norma de vectores. A
modo de reciproco, podemos decir que una aplicacion lineal entre es-
pacio vectoriales euclideos que conserva la norma de vectores es una
aplicacion ortogonal.

Pues, para todo par de vectores u, v € E:
[f(a— )| =|f(d) - f(@)] = |u— 7=
(f (@) — f(9)) - (f(w) — f(»=(ﬁ—@'@—5%$
IV(W%HV?W(i()jV)

f(u = f es ortogonal.

En la situacién de que los espacios vectoriales euclideos E y F tengan la
misma dimensién finita una aplicacién f: E — F ortogonal es biyectiva. Esto
justifica la siguiente definicion:

5.69 Definicion.- Sea E un espacio vectorial euclideo de dimension finita, se
llama transformacién ortogonal (isometria lineal 0 movimiento
rigido) sobre E a toda aplicacién ortogonal de E en si mismo.

5.70 Proposicion.- Sean E un espacio vectorial euclideo de dimension finita
v A la matriz de una aplicacion ortogonal f:E — E, entonces

"AGA = G,
donde G es la matriz métrica.

Demostracién.- Sea A es la matriz de f respecto a una base B = {e1, ..., é,}
de E. Al ser f biyectiva, B’ = {f(€1),..., f(€é,)} es una base de E y la matriz
cambio de bases de B a B’ es A. Entonces la matriz métrica (f(€&;) - f(€;)),;

respecto a esta base B’ es (ver 5-2) tAGA, que coincide, al ser f ortogonal, con
la matriz métrica G = (€; - €;),; respecto a la base B
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5.71 Corolario.- Sean E un espacio vectorial euclideo de dimension n y A la
matriz de una aplicaciéon ortogonal f: E — E en una base ortonormal,
entonces A ortogonal:

YAA =1,

donde 1,, es la matriz identidad.

Demostracion.- Es consecuencia de que la matriz métrica referida a una
base ortonormal es la matriz identidad. I

5.72 Ejemplo.- La aplicacién f:IR* — IR? tal que

V3 1 1 /3
(z,y) — (737 Tt T 5y
es ortogonal, respecto al producto escalar canonico en IR?.
Se trata de un giro de 30° al rededor del origen. Cuya expresion general

es:
oo (z,y) = cosf) —senf x
Y=\ send cos 6 y )’
4 (")
0
(7,y)
0
0
a
B>
X = pCcos x’ = pcos(a+0) = pcosacosl — psenasend = xcosf — ysend
Yy = psena y = psen(a+0) = pcosasent + psenacosf = xsenf + ycos b

Es inmediato establecer el siguiente resultado:

5.73 Proposicion.- La composicion de transformaciones ortogonales es una
transformacioén ortogonal.
La inversa de una transformacion ortogonal también es ortogonal.

[

Recordar que el determinante de la matriz asociada a una aplicacién li-
neal f:E — E es independiente de la eleccion de la base en E y lo denotamos
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por det(f). También, para toda matriz A € M, «,(IR), se tiene que det A =
det(tA), y si B € My xn(IR) es otra matiz, det(AB) = det(A)det(B). En-

tonces, si f es una transformacion ortogonal, y si A es su matriz con respecto

a una base ortonormal, AWM = A4 =1 , esto implica que det(A)? = 1, esto
es, det(A) = 1 o det(A) = —1. Es también claro que las transformaciones
ortogonales de un espacio vectorial euclideo de dimension n forman un grupo
(Proposicién 5.73) y que las transformaciones ortogonales de determinante +1
forman un subgrupo. Todo esto motiva la definicién siguiente.

5.74 Definicién.- Dado un espacio vectorial euclideo E de dimension n,
el conjunto de las transformaciones ortogonales sobre E forman un
subgrupo del grupo lineal general GL(E) denotado por O(E) o O(n),
cuando E = IR", llamado grupo ortogonal (de E) de orden n.

Las transformaciones ortogonales tales que det(f) = 1 se lla-
man rotaciones o isometrias lineales directas (o positivas)
o transformactones ortogonales proptias y ellas forman un sub-
grupo del grupo lineal especial SL(E) (y de O((FE)), denotado por
SO(E) 0 SO(n), cuando E = IR", llamado grupo ortogonal especial
(de E) de orden n.

Las transformaciones ortogonales tales que det(f) = —1 se llaman
isometrias lineales inversas (o megativas).

El siguiente resultado es de gran utilidad para encontrar formas canoénicas
de la matriz ortogonal asociada a una transformacién ortogonal.

5.75 Proposicion.- Sean E un espacio vectorial euclideo y f:E — E una
transformacion ortogonal, entonces se tiene:
a) Si A es un valor propio de f, entonces || = 1.
b) Si ¥; y U2 son vectores propios correspondientes a valores propios
distintos \1 y Ao, entonces v y ¥ son ortogonales.
c¢) Si F es un subespacio vectorial invariante por f, entonces su subes-

pacio ortogonal, FL, es invariante por f.

Demostracion.-
a) Si ¥ € E— {0t} es un vector propio del valor propio A, f(¥) = A\, y como
f conserva el producto escalar,
G-0=f(0)- f(0) =NT- =N =1= [N =1

b) Si ¥y - U2 # 0, como ¥y - Vo = f(U1) - f(V2) = A\ A% - Vo, se tiene que
A1z = 1; lo cual es una contradiccién ya que A1 y Ao son distintos y, por a),
(Al =[Ae| = 1.

Se debe verificar que 9; - ¥, = 0, es decir, 91, ¥ son ortogonales.

c) Sea ¥ € F y veamos que f(9) € F*.

Para todo 4 € F se tiene que 4- =0y 4- f(¥) = f~1(4) - ¥ = 0, ya que
f~Yw@) € Fy f~! es una transformacién ortogonal. Asi, f(¥) € F*, es decir
f(F+) c FX. Y dada la biyectividad de f, F* = f(F1). r
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5.76 Proposicion.- Sean un espacio vectorial euclideo E de dimension finita
y una transformacion ortogonal f:E — E, entonces los subespacios
Ker(f — 1g) y Im(f — 1g) son ortogonales y
E=Ker(f —1g) ® Im(f — 1g)

(f — 1g) (9 € E arbitrario), al ser f una

Si 4 € Ker(f — 1g) yf(ﬁ)—vé
f(u) = u, se tiene que:

transformacién ortogonal y f(u)

u- (f(9) —9) = f(4) - f(V) —u-9=0.

Asi, los subespacios vectoriales Ker(f — 1g) y Im(f — 1g) son ortogonales.
Y como por la Proposicién 1.37
dim Ker(f — 1g) + dim Im(f — 1g) = dim E,
tales subespacios son suplementarios. I

Im
u,

Enunciamos a continuacion un resultado necesario para clasificar movimien-
tos, que en el caso particular del plano y del espacio tridimensional euclideos
son tratados en (§6.4).

5.77 Proposicion.- Sean E un espacio vectorial euclideo de dimension n y
f:E — E una transformacion ortogonal. Entonces, existen una base
ortonormal {uy, .. 'u,n} de E respecto a la cual la matriz de f es una
matriz diagonal por cajas y las cajas son de los tres tipos siguientes:

1), (=1, (_‘g 2) con a®+ 12 =1,b 0.

(. \

(50 _
\ ey
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TEMA 6

Espacios afines euclideos

En la geometria afin es posible tratar con relaciones de los vectores y bari-
centros de puntos, pero no hay manera de expresar el concepto de longitud de
un segmento o hablar de ortogonalidad de los vectores. Una estructura euclidea
(pag. 87), en el espacio vectorial al cual esta asociado el espacio afin, nos per-
mite hacer frente a las nociones métricas como la ortogonalidad y la longitud
(o distancia).

Como la geometria afin es el estudio de las propiedades invariantes bajo
aplicaciones biyectivas afines, la geometria euclidea es el estudio de las pro-
piedades invariantes bajo ciertas afinidades llamadas movimientos rigidos. Un
movimiento rigido es una aplicacién que conservan la distancia entre los puntos.
Estas aplicaciones son, de hecho, afines y biyectiva.

6.1. Ortogonalidad en un espacio euclideo . . . . . . . ... .. .. 119
6.2. Distancia en un espacio euclideo . . . . . . ... ... ... .. 125
6.3. Isometrias . . . . . . . ... ... ... 137
6.4. Movimientos en espacios euclideos de dimensiones dos y tres . 142

6.1 Definicién.- Se dice que un espacio afin (A, E) es euclideo si el espacio
vectorial real E es euclideo. Se dira simplemente que (A, E) es un
espacio euclideo.

Como todo espacio vectorial puede considerarse (Ejemplo 2.4) como un
espacio afin asociado a si mismo, se tiene que un espacio vectorial euclideo
proporciona un primer ejemplo de espacio euclideo.

6.1 Ortogonalidad en un espacio euclideo

Damos el concepto de ortogonalidad en espacio euclideos, teniendo presente
la ortogonalidad de vectores dada en §5.4.

6.2 Definicién.- Sea (A, E) un espacio euclideo de dimension finita, sea & C
A una variedad lineal y sea P € A. El complemento ortogonal a

F por el punto P es la variedad lineal 3"]% = P + F, donde F es el
subespacio director de F.
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6.3 Ejemplo.- FEl el espacio euclideo IR?, determinar los complementos or-

togonales de la recta L = (1,5,4)+{(1, i,?))} C IR? por el punto (1,1,2)
y del plano P = {(x,y, 2) € IR3/393 —2y+ 2z =T} por el punto (1,0,1).

Lhiy=0,1,2)+{(z,y,2) € R’ /(z,y,2) - (1,2,3) =0} =
= (1,1,2)+{(z,y,2) € R’ /o +2y+32 = 0} = {(2,y,2) € R® /z+2y+3z = 9}.

Sea el plano P = {z,y,z € 1R3/3ZL‘ — 2y + z = T} su complemento ortogonal
por el punto (1,0, 1) es la recta, cuya direccion es la del vector, perpendicular
al plano, ¥ = (3, —2,1):

z—1 Y
(z,y,2) = (1,0,1) + \(3,-2,1); 35— 5
6.4 Definicién.- Llamamos referencia rectangular en un espacio eucli-

deo (A, E) de dimension finita (dim E = n) a toda referencia cartesiana
R ={0;é,...,e,} tal que {éy,...,é,} es base ortonormal de (E, ).

=z—1.

6.5 Definicién.- Un vector v se dice ortogonal a una variedad lineal F
(ponemos v 1. F) si ¥ es ortogonal al subespacio director F de &, es
decir,

71F = veFh

En un espacio afin A de dimensién n, todo hiperplano H tiene dimensién
n — 1. Luego, el subespacio vectorial ortogonal a su subespacio director H tiene
dimension 1; la direccién de éste queda determinado con un vector ortogonal
a H, el cual esta relacionado con los coeficientes de la ecuacién cartesiana del
hiperplano. En efecto:

La ecuacién de un hiperplano H (3-3) es:

Gzt + -+ ayr” = B,

respecto a una referencia que suponemos rectangular.

Un vector arbitrario de H queda determinado por dos puntos P(p!,...,p")y
Q(ql,...,q") de H, los cuales satisfacen a su ecuacién. Por lo que, sustituyendo
en ella y restando las dos ecuaciones que resultan, se obtiene

o ar(p' —q') + -+ a,(p" —¢") = 0. }
Esto significa, como la referencia es rectangular, que el vector ¥ de compo-

—
nentes (a1, ...,a,) es ortogonal al PQ, de componentes (p! — ¢, ..., p" —q").
Asi, ¥ € H-. Concluimos:

6.6 Proposiciéon.- Respecto a una referencia rectangular en espacio euclideo
de dimensién n, si a1z’ +- - -4a,z™ = b es la ecuacién de un hiperplano,
el vector de componentes (a1, ..., a,) es ortogonal a dicho hiperplano.

[

Pasamos ahora a tratar la ortogonalidad de variedades lineales de un espacio
afin dando dos definiciones, una ellas en términos de sus dimensiones cuando
la dimensién del espacio afin es n.
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6.7 Definicion.- Dos variedades lineales & y G de A, de subespacios direc-
tores F y G, se dicen que son ortogonales (o perpendiculares) si

FcC Gt o F> Gh. Esto se representa poniendo ¥ L G.

6.8 Definicion.- Sean dos variedades lineales & y G de un espacio afin A de
dimension finita n, con subespacios directores F y G, respectivamente.

1. SidimF 4+ dim § < n, se dice que F y G son ortogonales (o per-
pendiculares) si sus espacios directores son ortogonales, es decir,
FLG & FLG

2. SidimJF + dim§G > n, se dice que F y G son ortogonales (o
perpendiculares) si los subespacios ortogonales de sus espacios

directores son ortogonales, es decir, F 1. § < F L1 6t

Hagamos unas aclaraciones sobre estas definiciones y su equivalencia

— Cuando dimJF + dim § = n, las nociones de los dos apartados de esta
definicién coinciden, pues entonces F L G < F+ L G*.

Ya que si F L G, ocurre que FC Gty GC F+. Y como dimF =n—dim G =
dim Gt y dim G = n — dim F = dim F*, se tiene que F = G y G = F-; con lo
que Ft 1 6t

Razonando de forma similar que establece la otra implicacién.

— Si F L G entonces, necesariamente, se tiene que dimF +dim § < n.

Ya que F C G+ (y G € FY) y, por tanto, dimF = dimF < dim G+ =
n—dimG=n—dimG; esto es, dimF +dim § < n.

— Asi mismo, si F+ 1 Gt entonces dimF + dim G > n.

Se tiene que dim F- 4 dim G- < n; luego, (n — dimF) + (n — dim G) =
(n —dimJF) + (n — dim §) < n. Por tanto, dimJF 4+ dim G > n.

— De la Definicion 6.8, en términos de las dimensiones de las variedades

lineales, se tieneque ¥ L GsiF 1 G 6 F- 1 G*. Cadauna de estas condiciones
son las que se exigen para que las variedades lineales sean ortogonales en la

Definicién 6.7. Pues, F L G=FC G-y F- 1L G- = G- c (FH)* =F.

6.9 Ejemplo.- FEn el espacio euclideo tridimensional B3, las variedades [i-
neales son las rectas y los planos. Consideremos pares de estas varie-
dades lineales y expresemos las condiciones de perpendicularidad.
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Py

— Sean dos rectas L = P—I—{/'?)\l/} y Lo = Q+{/'T)\2/}. Como dim L1 +dim L9y =
2<3=dimIR3 Ly L Lysi {v,} L {¥>}. Esto es equivalente a que 9; L 5.

— Una recta L = P+ f?:i} y un plano ’P =Q+ {171] U2 } seran ortogonales si
L

I3

{u} 1 {'vl,] U2}, 0 equivalentemente si {u} L {¥1;%:} , puesdimL +dimL =
3. Esta condiciones son equivalentes a que 4 L 9; y u i U2, 0 también a que
|| (Y1 X U3), pues el producto vectorial de dos vectores es ortogonal a ambos.

— Dos planos P, =P+ {’&1]’&2} y Py =Q + {1_51,]'52} seran ortogonales

si {U1]’LL2} 1 {'vl,]'vg} , pues dimP; + dim Py = 4 > 3. Como el producto
vectorial de dos vectores es ortogonal a ambos, esta condicion es equivalente a
que (’l_l:l X 'l_i;2) 1 (51 X 52)

6.10 Ejemplo.- Respecto a una referencia rectangular R en el espacio euclideo
IR* consideremos el plano P y el hiperplano H:
p.l 7 +2=2
y+z+t=1
Plano e hiperplano son ortogonales. Las rectas que pasan por el punto

P(0,1,2,3) y son perpendiculares a P estan en el plano:
y—t= -2, r+y—z=-—1.

H:z—2z+t=3

Dos vectores independientes en el plano por el origen, que es el subespacio
director F de P, son u; = (1,0,—1,1) y 42 = (0,1,0,—1).
El subespacio ortogonal F1 a F consta de los vectores 9 = (v, 02,03, 0%)
tales que v L 4y y v L uy:
vl—v3+v4:O, v? —ovt=0.
Con lo que dos vectores independientes de F*- son @, = (1,0,1,0) y ¥5 =
(0,1,1,1).
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Como dim®P +dimH =2+ 3 =5 > 4 y teniendo en cuenta que el vector
w = (1,0,—1,1) es ortogonal al hiperplano H (Proposicién 6.6), sabemos que
HL1LPs wl v ywl 9. Condiciones éstas que se comprueban facilmente.
Las rectas que pasan por P(0,1,2,3) y son perpendiculares a P tienen la

direccién dada por un vector en F-. Asi, los puntos del plano que las contiene
se expresan paramétricamente en la forma:

(z,y,2,t) = (0,1,2,3) + A(1,0,1,0) + x(0,1,1,1).

Eliminando A\ y u, se obtiene las ecuaciones cartesianas:
y—t=—2, r+y—z=—1
Obsérvese que el hiperplano paralelo a H que pasa por (0, 1,2, 3), contiene

a este plano. Dicho hiperplano tiene por ecuacién x — z +t = b; por lo que
b=1.

Proyeccién y simetria ortogonales respecto a una variedad lineal

6.11 Proposicion.- Dado un variedad lineal ¥ = P + F de un espacio afin
(A,E) de dimension finita, para cada punto X € A existe un tinico

punto Y € J tal que XY € F-. Al punto Y le llamamos proyeccion
ortogonal de X sobre JF y escribimos Y = ps(X).

Demostraciéon.- Tomemos el vector PX € E y consideremos la proyeccién
— —
ortogonal sobre el subespacio F, pr(PX ) € F; entonces, si Y = P + pp(PX)
— —
(PY = pr(PX)) y como se tiene que:
— —_— —
PX =PY +YX, PX =pp(PX) + pp. (PX),
- - n .y
resulta que YX = pp (PX) € F-. Y como la segunda descomposicién es
tinica, al ser E= F@® F*, El punto Y es tnico. I

Este resultado nos permite determinar, de una forma practica, la proyeccién
ortogonal py(X) de un punto X € A sobre una variedad lineal F, ya que

{p?(X)}:?ﬂgj_fa .
siendo T% = X + F+. Pues FN Ty = ps(X) + (FNFY) y FNF- = {0g)}.

6.12 Ejemplo.- En el espacio euclideo IR®, proyeccidn ortogonal Y del punto
X (&,1n,C) sobre la recta que pasa por los puntos P(0,1,1) y Q(2,0,2).

Para determinar la proyeccién Y de X sobre la recta dada F = P —|—{ﬁ]a }, es
facil determinar "J'")ic (que en este caso es un plano), puesto que el vector director

—
de la recta PQ) = (2,—1,1) es perpendicular al plano. Asi (Proposicién 6.6):
Fx: 20 —y+2=d,
y como X € Fx, d =26 —n+C.
Para determinar la interseccién de plano y recta, usamos la ecuaciéon paramé-

trica de ésta:
(x,y,2) = (0,1,1) +¢(2,—1,1).
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Sustituyendo en la ecuacién del plano obtenemos el punto
1 1 1
(3= n+29 5-CHn—2e+6). L(c—n+26+6)).
En particular, la proyeccién del punto (1,2, 3) es el punto (1,1/2,3/2).

Aprovechando la proyecciéon ortogonal sobre una variedad lineal introduci-
mos aqui la simetria ortogonal como un caso particular de las simetrias en la
direccién de una variedades lineal cualquiera (§ 4.6).

6.13 Definicion.- Sea A un espacio afin de dimension finita asociado a un
espacio vectorial E; dada una variedad lineal F con subespacio director
F y dado un punto X € A, se llama simétrico ortogonal de X
respecto a F al punto s5(X), tal que

-
Sg(X) =X+ 2Xp5t(X),
siendo pg la proyeccién ortogonal de X sobre JF.
Se dice que sy es la simetria ortogonal respecto a J.

Una simetria ortogonal es una aplicacion afin, pues podemos escribir:
e —_— —
s5(X) =X +2Xpy(X) = P+ PX +2X(P+pp(PX)) =

— — — — —
=P+ PX +2XP+2pp(PX) =P+ (2pr — 1g)(PX ) = P+ sp(PX).
Con lo que la simetria sg es su aplicacién lineal asociada.

En el Ejemplo 6.12, la simetria ortogonal respecto a la recta P(Q) es:
1
sy(z,y,2) = §(a:— 2y +2z,—2x—2y—2+6,2x —y — 22+6).

Y, en particular, el simétrico de (1, 2, 3) es el punto de coordenadas (1, —1,0).

6.14 Ejemplo.- Sean en el espacio euclideo IR*, respecto a una referencia

rectangular, el punto P(1,1,0,—1) y la recta L, dada por sus ecua-
ctones paramétricas:

r=X y=2\—-1, z=-1, t=-\
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La proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta L es el punto
pe(P)=1(1,1,-1,-1).

Vamos a determinar la proyeccién ortogonal, Y (A, 2\ — 1,—1,—X), de un

punto genérico X (&,7,¢,7) € IR* sobre L.
La recta XY ha de ser perpendicular a L; luego, han de ser perpendiculares

sus direcciones, dadas por los vectores XY = 2 =& A—n—1,—C—1,-A—1)
y 9= (1,2,0,—1), respectivamente. O sea:
—

XY Loe AN —n—1,—-C—1,-A—7)-(1,2,0,—1) = 0.
Luego, A = %(277 + & — 7+ 2) y la proyeccién de X (€,n,(, 7) sobre L es:

p?(£7777C7T) - (%(277"‘5_7"‘2),%(2774‘5_7_1),—1:é(_277_5+7_2))

En particular, si X = P(1,1,0,—1) su proyecciéon es (1,1,—1,1)

Comprobemos que este punto es la interseccién: £ N L.

La variedad lineal ortogonal a L que pasa por X (§ n, C, ) es un hiperplano,
cuyo subespacm director es perpendicular al vector ¥ = (1,2,0,—1); luego su
ecuacién sera:

r+2y—t=d, cond=&+2n—T.

Sustituyendo en esta ecuaciéon un punto genérico de la recta, z = A,y =
2\ — 1,z = —1,t = —, se obtiene

)\+2(2)\—1)—(—)\):f—|—217—7'$)\:%(277—1—5—7‘—1—2).

6.2 Distancia en un espacio euclideo

La existencia de un producto escalar en el espacio vectorial permite hablar
de distancia entre puntos de un espacio euclideo.

6.15 Definicion.- Se llama distancia (euclidea) entre dos puntos Py @)
de un espacio euclideo A al nimero

d(P,Q) = |PQ|.

La siguiente proposicién enuncia las propiedades de la distancia, las cuales
se deducen inmediatamente de las propiedades (Proposicién 5.21) de la norma
asociada al producto escalar dado en E.

6.16 Proposicion.- La aplicacion distancia d: A X A — IR, definida por
—
d(X,Y) = || XY]||, verifica las siguientes propiedades, VP, Q, R € A:

1 d(P,Q) = d(Q, P).
2 d(P,Q) >0y d(P,Q) =0 P =Q.
3. d(P,R) <d(P,Q)+ d(Q, R) (Desigualdad triangular).

[
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Como consecuencia de estas propiedades, se verifica VP, Q, R € A:

d(P,Q) > |d(P, R) — d(Q, R)|.

Pues, por la desigualdad triangular,
d(P,R) < d(P,Q) +d(Q.R), = d(Q,R)<d(Q,P)+d(P,R).

De donde resultan las siguientes relaciones, de las cuales se obtiene el resul-

tado enunciado:
d(P,Q) > d(P,R) — d(Q, R),
d(Q, P) = d(Q, R) — d(P, R) = —(d(P, R) — d(Q, R)).

La distancia euclidea se conserva por traslaciones, es decir, si P, () son
puntos de un espacio euclideo (A, E) y 4 € E:

d(P+1,Q+ 1) =d(P,Q), o d(tz(P),tz(Q)) =d(P,Q).

En efecto, es consecuencia de que (P + 4)(Q + 4) = PQ.

Esta propiedad nos da un ejemplo de isometrias (§6.3), que son afinidades
que conservan la distancia.

Determinemos la expresion de la distancia entre puntos, en términos de las
coordenadas de éstos respecto a una referencia rectangular.

6.17 Proposicién.- Sean dos puntos P(p',....p") y Q(q',...,q"), dados
por sus coordenadas cartesianas respecto a una referencia rectangular
R ={0;é4,...,e,}, la distancia entre ellos viene dada por:

d(P,Q) = V(' —¢')2 + - + (1" — ¢")2.

Demostracién.- Basta tener en cuenta las componentes (pt —¢?, ..., p" —q¢")
—
del vector P() en la referencia R y que ésta es rectangular. I

6.18 Proposicién[Teorema de Pitdgoras|.- En un espacio euclideo, sean

— —
A, B, C son tres puntos no alineados tales que AB 1 AC' son ortogo-
nales, entonces:

d(B,C)? = d(A,B)* + d(A,C)?.

Demostracion.-

BC -BC = (AC — AB) - (AC — AB) = AC - AC + AB - AB — 2AB - AC =

AC - AC + AB - AB.
[

6.19 Ejemplo.- Sea P,Q) € A son dos puntos distintos, el lugar geométrico
de los puntos que equidistan de P y @) es el hiperplano

%:M+({fP_\52{I,

donde M es el punto medio del segmento PQ. En el caso particular en
que dim A = 2, tal lugar geométrico es la recta mediatriz del segmento

PQ.

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012



6.2 Distancia en un espacio euclideo 127

En efecto, sea X € A, como M es el punto medio de PQ, se tienen las
—_— —
relaciones |[MP| = ||MQ| y QM = —PM , que usamos a continuacién:

DVYII2 V112
d(P,X)=d(Q,X) < [|[PX|*=[QX]" &
& (PM —MX)-(PM —MX)=(QM —MX)-(QM — MX) &
S PM-MX=QM -MX <& PM -MX =—PM -MX < PM -MX =0.

Esta ltima relacion es la ecuacién del hiperplano que pasa por M y es
—_—
perpendicular PM .

Distancia entre variedades lineales

La nocién de proyeccion ortogonal nos permite encontrar la minima distan-
cia de un punto a una variedad. Lo cual utilizaremos para hallar la distan-
cia entre variedades lineales, s6lo en unos casos particulares concretos, remi-
tiendo, para un estudio sobre distancias entre variedades afines cualesquiera, a
[2, Leccién 32]

Empezamos tratando la distancia de un punto a una variedad lineal de un
espacio euclideo de dimensién finita.

6.20 Definicién.- Dado un espacio euclideo A, sean una variedad lineal no
vacia F de A y un punto P un punto de A. Definimos la distancia

P
de P a F como d(P,J) = iﬂf{HP—XH/X €7}

—
Como {|[PX|/X € F} C IR' es un subconjunto de nimero reales no

negativos, tiene un infimo, el cual pertenece a dicho conjunto (y por tanto,
es minimo) si sélo si el subespacio director de F admite un suplementario
ortogonal. Lo cual ocurre, por ejemplo, cuando el espacio afin es de dimension
finita. Entonces, la distancia de un punto a la variedad es la distancia de dicho
punto a su proyeccion ortogonal sobre la variedad lineal.

6.21 Proposiciéon.- Dado un punto () y una variedad lineal ¥ = P + F de
un espacio euclideo (A, E) de dimension n, se verifica que d(Q,JF) =
d(Q, ps(Q)). Ademas la proyeccion ortogonal py(Q) es el tinico punto
de F que verifica esta igualdad.

., — — " )
Demostracién.- Sea R = ps(Q), entonces PR € Fy RQ € F—, es decir,

— —
PR 1 RQ. Aplicando el Teorema de Pitagoras (Proposicién 6.18),
d(P,Q)* = d(P, R)* + d(R,Q)*.

Como podemos sustituir el punto P por cualquier otro punto de F, esta
igualdad se satisface para cualquier punto P de F y, por tanto, si P # R, se
tiene d(P,R) > 0y d(P,Q)?> > d(R,Q)?. Si P =R, d(P,Q)* = d(R, Q).

Se concluye que para todo punto P € JF, distinto de @, d(P,Q) > d(R, Q);
es decir, d(Q,F) = d(R, Q). [

6.22 Ejemplo.- Con los datos dados en el Ejemplo 6.10, la distancia del
punto P(0,1,2,3) al plano P (x+2=2,y+2z+t=1) es V10.
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Tomando el punto Py(2,1,0,0) € P, para determinar la proyeccién ortogo-

nal ps(P) de P sobre P, debemos calcular la proyeccién del vector PyP sobre
F (subespacio director de P), para lo que ponemos:
—_—
PoP = Aty + At + (10 + pavs.
Siendo PyP = (—2,0,2,3); 4y = (1,0,—1,1) y 42 = (0,1,0,—1) dos vec-
tores que generan F; y ¥ = (1,0,1,0) y ¥ = (0,1,1,1) los que generan F-
Los valores que se obtienen son A\ = —1, Ay = —2, w1 = —1, us = 2. Luego
— —
pF<P0P) ( 1,=2,1 1) Prt (POP> = (_1727 172)
La distancia d(P,P) = ||pg. (PO P)|| = V10

El punto de P mas cercano de P es su proyeccién ortogonal pp(P) sobre P:
piP(P) =P +pF(P) = P_pFJ-(P) = (17_17171)'

6.23 Nota.- Podemos proceder para hallar la distancia de P al plano P,
de este Ejemplo, determinando la distancia de P(0,1,2,3) a un punto
genérico X (u,v, —u+ 2,u —v — 1):

d(P, X)? = f(u,v) = 3u® 4+ 2v® — 2uv — Su + 6v + 17.
La funcién f alcanza un minimo en (ug,vg) = (1,—1) y este minimo
es f(1,—1) = 10. El punto X del plano P para el cual la distancia es
minima es entonces Xg(1,—1,1,1).

En el espacio coordenado u, v, d (las escalas en los ejes son diferentes), d = 3u? 4+
202 — 2uv — 8u + 6v + 17 es un paraboloide eliptico y d = 10 es el plano tangente
en (1,—1,10).

En el caso particular de un hiperplano podemos expresar la distancia de
un punto al hiperplano en funcion de los coeficientes de su ecuacion respecto a
una referencia rectangular:

6.24 Proposicién.- Siajz' 4+ -+ a,2™ +b = 0 es la ecuacion de un hiper-
plano H y (p',...,p") son las coordenadas de un punto P respecto a
una referencia rectangular en un espacio euclideo, la distancia de P a
H viene dada por

1
/rL b
d(p.30) = laip" + -+ app™ + \

\/al - 4a?
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Demostracién.- Si P € H la féormula es cierta. Sea P ¢ H. La ecuacién de
H se puede escribir como:

arr! +--+ a2+ b
Vai+-+ad

El vector % = (a},...,a),) es unitario y (Proposicién 6.6) 4 € H", es decir,

’r'n

pertenece al suplementario ortogonal (unidimensional) del subespacio director
H de H.
=

Se sabe que d(P, H) = d(P, Py), con Py € Hy PyP € H*-. Luego, P,P = \u
(A € IR), con lo que d(P,H) = |\|]. Usando coordenadas, podemos poner:
(pl _p(l),-”’pn _pg) ’ (a717'-°’a771) = A :>p1a71 ++pna;+b7 = A

=ajr' +---+az" +b =0.

[

Ahora vamos a definir la distancia entre dos variedades lineales no vacias,
aunque no existen dos puntos tnicos (uno en cada una de ellas) cuya distan-
cia entre ellos sea la distancia entre las variedades lineales (por ejemplo, dos
variedades paralelas). También se trata la variedad lineal perpendicular a dos
variedades lineales disjuntas.

6.25 Definicion.- Dado un espacio euclideo A, sean dos variedades lineales
no vacia y disjuntas, ¥, y Fo de A. Definimos la distancia de F; a

Fa como d(F1,F2) = inf {d(P1, P2) /Py € F1, P, € F»}.

Para el caso de espacios euclideos de dimension finita, existe dos puntos,
uno en cada variedad lineal, tales que la distancias entre ellos coincide con la
distancia entre las variedades lineales, como se pondra de manifiesto a contin-
uacion.

6.26 Proposicion.- Sean J; y Fy variedades no vacias y disjuntas en un
espacio euclideo (A, E) de dimension n. Existe una variedad lineal F
(de subespacio director F), llamada variedad lineal perpendicular
comin a F1 y Fo , tal que:

1) dim¥ > 1.
2 FLF (i=1,2).

3) FNF, ={P;} (i=1,2). A los puntos P, y P, se les denomina
ptes de la variedad lineal perpendicular comun.

4) SiF’ es otra variedad lineal que verifica 1), 2) y 3), de subespacio
director F’, se verifica F’ C F.

5) d(F1,F2) = d(Py, Py).

6) F es unica < F; y Fo no son paralelas.

Demostracion.- Como F; N Fy = I se tiene, por la Proposicion 2.23, que
F; 4+ Fy C E. Tomemos el subespacio vectorial de E:

F=(F +F)t =F NnFy.
Se verifica que dim F = n — dim(F; + F3) > 1 y ademdas E = (Fy + F5) @ F.
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Consideremos puntos Q1 € F1 y Q2 € Fa, se tiene la descomposicion dnica

—_—
del vector Q1(QQ2 = v+ u, con v € F; + Fy y u € F; pongamos v = ¥; + U2, con
v € Fy y Uy € Fy y sean:

 P=Qutwed, P=Q-%hecF, F=P+F | (61)

— La variedad JF verifica claramente las dos primeras afirmaciones, 1) y 2).

— Para probar 3), observemos que P; € ¥ U Jy, y como

_—
Py=Qs =0 =0Q1+Qi1Q2 -V =0Q1+9 +u=PFP +ucT.
Luego también P, € F U Fs.
Nos falta probar que cada FNF;, para ¢ = 1, 2, consta de un sélo punto. Pero
esto es consecuencia de que se tiene FNF; Ay FNF; = (F1NFy)NF; = {0:}
y del Ejemplo 2.25.

Noétese que si @ = @, + Uy es otra descomposicién de ¥ (en caso de que
Fi NFy # {0g}), se obtendria otra variedad lineal perpendicular comin a F; y
a JFy, asi como otros pies:
Pr=Q4+v €%, P=Qy—-v€%F,, F =P +F

— Para establecer 4), supongamos que F’ es una variedad lineal, de espacio
director F’, verificando ¥’ L &F; y F'NF, = {P} para ¢ = 1,2 y vamos a
demostrar que F’ C F.

F'1F(i=12)«(FCF6F O>F)y(FCFy 6F DFy) &
e (FFCFLyF CFH)6(F CFryF DFy)6(F DF- yF CFy)6
(F" D> Ff yF' D Fy).

De estos cuatro posibles casos, sélo el primero es posible, lo cual implica
que F’ C Ff NFy =F.

Vamos a ver que los otros casos no se pueden dar; ya que si, por ejemplo,
si F' C F{ y F’ D Fy, se tiene que dimF’ > dimFy = n — dim Fs, o sea,
dim F’ 4+ dim Fy > n.

Como hemos supuesto que F’' N Fy = {P;} , entonces dim(F’ N Fy) =0y,
por tanto, dim(F’ + Fy) = dim F’ 4+ dim F, > n. Lo cual es una contradiccion.

Suponer que uno de los dos restantes casos sea cierto conduciria a una
contradiccion, siguiendo el mismo razonamiento.

— Para establecer 5), esto es, para ver que la distancia de F; a Fy es
d(Py, Py), tomemos otros puntos Ry € F1 y Ry € Fs.

Como P1P2 _]_PlRl, P1P2 LPQRQ YR1R2:R1P1+P2R2+P1P2, por el
Teorema de Pitagoras se tiene que:
o 2 2 D2
[R1Ro||” = [|RiPr+ PR | + [[PL P27,
d(Ry,R2)? = |R\ P, + PoRy||? + d(Py, Py)? > d(P1, Py)?.
De forma similar de llega (cuando se toman los pies P;" y P considerados

arriba) a que d(P;, P5) es la menor distancia entre pares de puntos uno en ¥
y otro en Fa; por lo que d(Py, Py) = d( Py, P5).

— Finalmente, supongamos que ¥, y F5 se cruzan, es decir, F1NFy =T y
F1 N Fy = {0}, entonces la variedad lineal perpendicular comtin F es tnica.
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En el supuesto que exista otra ' = P} + F = P} 4+ (F{ + Fy) cuyos pies
sean P € F1 y Py € Fy, se verifica que P, = P} y P, = Py; conloque 5 =3".
En efecto, por 5),

d(Py, P,) =d(P|,P;) < |PLP] + PyP|| =0« PP = P, P,.

COHlOPlpl’:PQPZ7 EFlﬂng{ﬁE}, SetienePlzPl’yszPé.

Cuando las variedades lineales F; y F5, siendo disjuntas, no se cruzan, existe
w # 0 de F1 N Fy. Sean los puntos Q1 = P +we F1 y Qo = P+ w € F1,

entonces Po()o = P11y, por la ley del paralelogramo, P P, = (Q1(Q)2. Por lo
que existe mas de una variedades lineales perpendicular comin a F; y F5. [&

6.27 Ejemplo.- Sean los planos en el espacio euclideo IR*,
F1={(v,y,2t) e R*/Jr+y—32+4=0,0+y -3t + 1 =0},
Fo = {(z,y,2,t) € R* [t = z,y = 22}
Encontrar la variedad perpendicular comun a ambos y sus pies.

Consideremos la referencia rectangular canénica en IR* y adoptaremos las
notaciones usadas en la demostracion de la Proposicién anterior.

Como F1 NFy = & (el sistema formado por las ecuaciones z +y — 3z +4 =
0,z+y—3t+1=0,t = 2,y = 22z no tiene solucién), la suma de sus subespacios

directores F; + F5 esta estrictamente contenido en el espacio vectorial R*.
Los subespacios vectoriales directores de las variedades lineales 1 y s y
los ortogonales a ellos son:

Fi ={(x,y,2,1) € 1R4/x+y—3,z:0,x+y—3t—|—1 =0} =
= {(—u+ 3v,u,v,v) € 1R4/u,v € R},

Fo ={(z,y,2,t) € 1R4/t =z,y=2z}= {(u,QU,v,v)/u,v € IR},

Ff={(u+v,u+wv,—3u, —3v) /u,v € R} = {(z,y, 2,t)/t = =3y — z,x = y},

Fy = {(0,u + v, —2u, —20) /u,v € R} = {(z,y,2,t)/t = =2y — z,z = 0}

Pues, un vector de componentes (a, b, ¢, d) pertenece a Ff si para cualquier
vector de F; se verifica:
(a,b,c,d).(—u+ 3v,u,v,v) = (b —a)u+ (3a+ c+ d)v =0.

Relacién que se debe verificarse para todo u y v; entonces, b—a = 0, 3a+c+d =
0, cuya soluciones son a = —(c+d)/3,b = —(c+d)/3. Andlogamente se procede

para obtener Fy .

El espacio director de la variedad lineal perpendicular comin es:
F=(Fi+ F)" =F NnFy ={(0,0,u,—u)/u € R}.
Tomemos puntos en los planos dados:

Ql(—5,1,0,—1)€?1, QQ(0,0,0,0)E?Q,
-

Vamos a descomponer el vector Q1Q2 € R* = (F1 + F3) @ F como suma
Unica de un vector de F; + Fy mas uno de F.

Dos vectores independientes de Fy son:

a =(—1,1,0,0) y b1 =(3,0,1,1).

Pues, las componentes de cada uno de ellos satisfacen al sistema x + y — 3z =
0,z +y—3t=0.

Por otro lado, dos vectores independientes, cuyas componentes satisfacen
al sistema t = z,y = 2z, de F son:

@ =(1,0,0,0) 'y  by=1(0,2,1,1).
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Los vectores {@y, Gz, by} forma una base de Fy + Fy y {&} = {(0,0,1,—1)}

es una base de F. — ~ - ~ ~
Q1Q2 = Aay + pby +vas + (¢,
para A = —1,u=1/2,v =5/2,£ = —1/2. Luego,
B O T
Q1Q2 = (—dy + §b1) =+ §b2 - 50 = U] + U2 + U
Con v, = (5/2,—1,1/2,1/2) € F1, 92 = (5/2,0,0,0) € Fy y en el subespacio
ortogonal a Fy + Fy el vector uw = (0,0,—1/2,1/2) € F.

Los pies (6-1) de la variedad lineal perpendicular comun son:
5 1 1 5
P = D = _— _, — — = S = _— .
1 Q1+U1 ( 270725 2)7 P2 QQ V2 ( 27030>0)
Y la perpendicular comun es la recta:

5 1 1
3'“—P1+F—{(—§,O,u+§,—u—§> /uEIR}—

= {(z,y, 2,t) €1R4/2:c—|—5:0,y:0,z—|—t20}.

La distancia entre los planos es:

N V2
d(?l,?Q) :d(Pl,Pz) - HP1P2H — 7

6.28 Nota.- La distancia entre los planos del Ejemplo anterior se puede
determinar sin necesidad de conocer los pies de la perpendicular comun,
sin méas que aplicar la férmula siguiente [4, Problem 7.13|, valida para
cualquier par de variedades lineales 1 y F2 (de subespacios directores
Fy y F5) de un espacio euclideo de dimensién n y tales que F1NF, = @:

G (Q1Q2, d G )
d 2 _ ram 1&2,a1,...,Qn . 9
(91, 92) Gram(ady, ..., Gy) (6-2)

Siendo, Q1 € F1, Q2 € Fo y {as, ..., d,} una base de Fy + Fs.

Definiendo, ademas, el gramiano (o determinante de Gram) de los vectores

By,..., % (r <n) como el determinante (1:
[3l? BB - BT
. . Uy - Uy H62H2 cee Uy - Dy
Gram(vy,...,9,) =
'1_57"'61 /67"62 Hﬁer

1) Numéricamente, el determinante de Gram coincide con el cuadrado del volumen del
paralelepipedo formado por los vectores. En el Ejemplo 5.62, el volumen de tetraedro de
vértices los puntos A(3,2,1), B(1,2,4),C(4,0,3) y D(1,1,7) es 1/6 de la raiz cuadrada del
gramiano de los vectores AB = (-2,0,3), AC = (1,-2,2), AD = (—2,-1,6),

13 4 22
Gram(AB ,AC",AD)=| 4 9 12 | =25.
22 12 41
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Para el Ejemplo anterior:
27 —6 16 5

— o
Gram(Qng, a,l,bl, CLQ) = 16 —3 11 3 =1.

. 2 -3 -1
Gram(&l, bl, 62) = -3 11 3| =2.
-1 3 1

Para el caso particular de dos recta no coplanarias L y L’ con P y () puntos
distintos en L y P’ y ()’ puntos distintos de L’, se tiene que la distancia entre
las rectas L y L’ es

AL, L) = Gram(PP’, PQ, P’ Q) (6-3)
’ Gram(?,m)

6.29 Ejemplo.- En el espacio euclideo IR? y en el caso concreto del Ejemplo
que sigue al E]emplo A.1. podemos ahora determinar los pies de la
perpendicular comin a los dos rectas dadas (1 el eje OZ y la recta
Uy de ecuaciones x —z —2 =0, y — z+ 1 = 0) utilizando (6-1) y la
distancia entre ellas mediante la formula (6-2).

Utilizando los datos del citado Ejemplo:
@1(0,0,0 ,61 = (0,0, 1), punto y vector director del eje OZ.
Q2(3,0,1), 1,1,1), punto y vector director de la recta /5.
Una base de la suma F1 + F5 de los espacios directores F; y F2 de las
dos rectas es {di, d2}. El vector director de la perpendicular comtin es é =

(—1,1,0). Q1Q2 se expresa en combinacién de dy, ds y € por:

— 1. 3. 3.
Q1Q2 = —50'1 + 502 — 50-
Poniendo v; = —%&1 € Fi1y Uy = %Eig € Fy , por (6-1), los pies de la

perpendicular comun son:

1 3 3 1
P = D = —_— P s — D = _— ., — — .
1 Q1+v1 <0707 2)7 2 QQ (%) (27 27 2)

—_—

La minima distancia ente las rectas dadas es |P P| = 3/v2. O bien,
utilizando la férmula (6-2), sin necesidad de haber obtenido los pies de la recta
perpendicular comun:

10

—_ =

d(tq,02)

| ©

7 — — 1
o Gram(Q1@Q,61,dp) | 4
Gram(&l, 6,2) ‘

| W

Los ejemplos que hemos expuesto, relativos a calculos de distancias, se
pueden enfocar de una forma mas directa en el caso del espacio euclideo cané-
nico IR™; no teniendo que determinar previamente vectores independientes en
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el subespacio director, para el caso de distancia de un punto a una variedad
lineal, como se pone de manifiesto en el siguiente resultado (2),

6.30 Proposicién.- Dado un punto P € IR" y una variedad lineal & en IR"
dada por un sistema de ecuaciones lineales

1 2 n
al’z! +aya? + - +ama™ = ™
o en forma matricial AX = B, donde
1 1
1 1 1 b x
a;  ay ... a,
A= , B = : , X =
m m m

Se supone que m < n y querango(A) = m, i.e. el sistema de ecuaciones
es compatible indeterminado y define la variedad lineal & de dimension
n —m en IR".
Consideremos la matriz cuadrada de orden m + 1:
A'A  AP-B
‘apP - B) 0

Entonces, la distancia de P a la variedad lineal F es:

aaw_Jaﬁ%%. (6-4)

Noétese que el radicando no es negativo debido a la condicién impuesta sobre
el rango(A) y las propiedades del gramiano det(A tA) > 0.

6.31 Ejemplo.- Distancia del punto P(1,1,1,1) a la variedad lineal de IR*:
3x+y—z+t=1, = —-2y+2+42t=2.

Como aplicacién de los métodos expuestos para hallar distancias entre va-

riedades lineales, vamos a encontrar la solucién, 3./5/58, utilizando los tres
dados.

— Primero, determinando los pies de la variedad perpendicular comun.

Uno de ellos es P, de la variedad lineal F; = {P}. En este caso, debemos
determinar la proyeccion ortogonal de P sobre F5. El subespacio director F de
la variedad ortogonal a la dada (que denotamos por F3) por P estd formado por
los vectores ortogonales a los dos vectores generadores del subespacio director
F2 de ?2' .

Tomamos los vectores as y by cuyas componentes se dan mas abajo, en
el segundo método de resolucién; las componentes (£1,£2,£3,€4) de un vector

perpendicular a dy y a by, deben satisfacer:
5 4 4 1
1 3 4 2 3 4

(2) Alexei Uteshev.- Distance evaluation between geometric objects
http://pmpu.ru/vf4/matricese/optimize/distancee (16-8-2011)

Geometria Afin y Euclidea. Angel Montesdeoca. 2012



6.2 Distancia en un espacio euclideo 135

Resolviendo, con variables indeterminadas ¢! y €2, se obtiene que las coor-
denadas de los puntos de la variedad lineal perpendicular a F5 por el punto

P(1,1,1,1) son:
1 452 451 552
1,1,1,1 Lg2 > — .
<,,,>+(f,§,7 S 7)

Sustituyendo en las ecuaciones de F5 y resolviendo en las variables £ y £2,
se obtiene el pie ()2 de dicha variedad perpendicular y la distancia de P a F

SOon.:
8 37 38 49 — 5
p (= 222 = d(P,F2) = | PQa = 3¢/ —.
2(29’58’29’58)’ (P, F2) = [|PQ2| =3 58

— Segundo, por la férmula (6-2), en términos de gramianos.

Necesitamos encontrar un punto en la variedad lineal dada, que hemos
denotamos por F,, y dos vectores independientes de su subespacio director Fs.

La solucién general del sistema que determina sus puntos es:

5 n 4 f_1 4 n 1
z2=—-x+ = =1——-x+ —y.
37" 3Y 37" 3Y
Con lo que la podemos parametrizar de la forma:
( t) (0001)+)\(105 4)+ (0141>
x,Y,2,t) = R Z 2
’y? 9 Y Y Y Y 737 3 I’L Y 737 3

Asi, tenemos QQ2(0,0,0,1) € Fs y los vectores independientes de su espacio

director™): _— 41
dy = 1) 7_7__)7 b :<717_7_)°
a2 ( 0.3:73 bo= {0133
Y obtenemos:

8 7
3 3 3
8 50 16
3 9 9
oA =2 T 7 16 26
d(P,F5)? = Gram(PQs,d2,b:) |3 5 5 | 45
T TG i b - 50 16 ~ 58"
ram(ag, 2) 9 9
16 26
9 9

— Y Tercero, el més rapido y directo, utilizando la férmula (6-4).

1
3 01 -1 1 1 1 4
A‘(1—2 12)73_(2)’]3_ 1 ’AP—<2>’
1
12 2 3
AP—Bz(é),AtA:(f 120), —| 2 10 0
3 0 0

~ det(A tA) 58
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(*)

MATHEMATICA proporciona dos comandos, LinearSolve y NullSpace, que nos permiten
determinar un punto de una variedad lineal, definida por un sistema lineal AX = B, y
una base de vectores para su subespacio director. En este ejemplo concreto,

LinearSolve[{{3,1,-1,1}, {1,-2,1,2}},{1,2}]
nos da el punto (4/7,—5/7,0,0) de F2 (si el sistema no es compatible, el programa nos
lo notifica). La instruccién:
NullSpace[{{3,1,-1,1}, {1,-2,1,2}}]
da una base {(—4,5,0,7),(1,4,7,0)} de Fa.

La férmula (6-2), usando estos datos, nos da:

251 _97  _ 100
9 7 7
97
¥ 90 16
—100 16 66 45
AP, F2)" = : 90 16 T 58’
‘ 16 66

Las rutinas personales siguientes nos valen para calcular la distancia de un punto a

una variedad lineal :

gram[lista_List]:=Modul€e[{long},

long=Table[{ Length[lista[[i]]]} .{i,1,Length[lista]}];
If[Length[Union[long]]!=1,

"L os vectores son de distintalongitud",
Table[Map[(lista[[i]] #)&,lista] {i,1,Length[lista]} ]1];

distanciaPVariedadLinea[ P_List, {A_List, B_List} ]:=
Modul€e[{ sol SA,sol SH},

sol SA=Flatten[LinearSolve[A,B],1];

sol SH=Null Space[A];

Sart[Det[gram[Append[sol SH,P-sol SA]]]/ Det[gram[sol SH]]]];

(Estas rutinas, y otra que determina la distancia entre variedades lineales de IR", se
pueden descargar de

http://webpages.ull.es/users/amontes/math/dvlrn.nb

que contiene ejemplos.)

Una vez cargadas ambas, en el ejemplo en cuestién conocido P y las ecuaciones
cartesianas AX = B de la variedad lineal, basta sustituir en la rutina los valores de P,
A y B, poniendo distanciaPVariedadLineal [P, {A, B}], es decir:

distanciaPVariedadLineal[{1,1,1,1},{{{3,1,-1,1}, {1,-2,1,2}},{1,2}}]
para obtener: 3\/%.

6.32 Ejercicio.- Obtener que la distancia entre las variedades lineales de IR®

cuyas ecuaciones paramétricas se dan es d = 150,

(zt, 22 2%, 2% %) = (89,37,111,13,54)+A1(1,1,0, =1, —=1)+pu1 (1, 1,0, -1, 1),

(!, 22 23, 2t 2°) = (42, —16,—-39,71,3) + X\2(1,1,0,1,1) + po(1,—1,0,1, —1).

6.33 Ejemplo.- La distancia entre hiperplanos paralelos con ecuaciones

Hy: oazt+ - Fapx” =by, Ho: arzl + -+ apz™ = bo,
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respecto a una referencia rectangular {O; €é1,. .. €,}, es
b1 — bo|
d(Hy,Hq) = = =
NG B
Como d = (aq,...,a,) son las componentes de un vector perpendicular a

ambos hiperplanos, la recta L = O + {d}, interseca a cada hiperplano en un
solo punto, sean P, = O+ A \ja € Hy, Po = O + Xoa € Hy. Asi:
—

PPy e L=H{=Hy y d(H,H) =d(P,P).
Sustituyendo las coordenadas de los puntos P; y P en los respectivos hi-
perplanos que los contienen, resulta A\1a-a = by y Aod- d = by. Luego,
bs — b1 |b1—b2|

PP = PlO + OP2 = Wﬂ; = d(le,in) H_,”

6.3 Isometrias

Estudiamos a continuacion las aplicaciones entre espacios euclideos que con-
servan las distancias; ellas son necesariamente aplicaciones afines, con aplica-
ciones lineales asociadas ortogonales (inyectivas). Esto significa que dichas apli-
caciones son compatibles tanto con las estructuras afines como con las euclideas
de los espacios entre las que estan definidas.

Existen diferentes denominaciones a la hora de nombrar a estas aplicaciones
en general, también cuando son biyectivas (lo que ocurre si los espacios son de
la misma dimensién, finita) y cuando el espacio de partida y el de llegada
coinciden. Nosotros adoptaremos, para nombrarlas, las que nos parecen que
figuran con mas asiduidad en la literatura al respecto.

Definicién y caracterizaciones

6.34 Definicion.- Se llama aplicacidon isométrica a una aplicacion afin
f: A — A’ entre espacios euclideos que conserva las distancias, es decir,
tal que para todo P,() € A
A(f(P), (Q)) = d(P.Q).
Cuando A y A’ son de la misma dimension (ﬁnlta) la aplicacion
isométrica se dice que es una isometria. Si los espacio coinciden se le
da el nombre de movimiento rigido (o simplemente, movimiento).

Se ha denotado la funcién distancia en los dos espacios euclideos con la
misma letra d, sin embargo, ello no creard confusion si se tiene en cuenta en
qué espacio estan los puntos a los que se les esta aplicando la funcién distancia.

El siguiente resultado da una caracterizacion para las aplicaciones afines
que son isométricas.

6.35 Proposicién.- Sean (A,E) y (A’,E’) espacios euclideos y f: A — A’

una aplicacién afin de aplicacion lineal asociada f, entonces los siguien-
tes apartados son equivalentes:
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1) f es una aplicacion isométrica (es decir, f conserva la distancia).

2) Vo € E, ||f(®)| = ||9|| ( es decir, f conserva el médulo de vec-
tores).

3) Vi, v € E, f(ii)- f(¥) = 4- 0 (es decir, f es una isometria lineal,
conserva el producto escalar).

Demostracién.- N
(1=2) Para un vector ¥ € E, sean P,(Q € A tales que ¥ = P(Q), entonces

1@ = IF(PQ) = I F(PYF(@Q) | = d(f(P), /(Q)) = d(P, Q) = 5]

(2=3) Para@v€E |[u—9|* =4 -u+7v-9—24-7.

Por otro lado, como f conserva los modulos de los vectores y es lineal:
— EmP=lfE -9 =) - @I =

= f(d)- f(u) + f(9) - f(0) = 2f(4) - f(¥) == - b+ - 0—2f(d)- f(0).

Comparando esta dos ultimas relaciones obtenidas, se tiene que
u- 0= f(d)- f(9).
(3=1) Sean P,Q € A, o
A(£(P). F(Q)" = IFPI@)I” = |/ (PO)IP =
= f(PQ)- f(PQ) = PQ - PQ = ||PQ|* = d(P,Q)*.

[

Como consecuencia de estas caracterizaciones de las aplicaciones afines que
son movimientos y de que las isometrias lineales son biyectivas (Definicion 5.69),
se tiene que:

6.36 Proposicion.- Los movimientos son afinidades. I

En la definicién de aplicacién isométrica que hemos dado exigimos, de an-
temano, que la aplicacién sea afin; no obstante, este requisito no es necesario,
pues una aplicacién f: A — A’ que conserva la distancia es de hecho una apli-
cacion afin, como establecemos a continuacién.

6.37 Proposiciéon.- Sean (A,E) y (A’,E’) espacios euclideos y f: A — A
una aplicacion = ( f conserva la distancia < f es una aplicacién afin
y su aplicacion lineal asociada conserva el producto esca]ar).

Demostracién.- (=) Supongamos que f conserva la distancia; fijado un

—_—
punto P € A, para cada vector u € E, existe un unico X € A tal que u = PX.
Definimos la aplicacion

~ . — A _—
FE—~E  @=PQ~ f(@)=(P)X).
Probemos que f conserva el producto escalar. Tomemos dos vectores 4 =

PX y 9 = PY y expresemos separadamente d(X,Y) y d(f(X), f(Y)) en
términos de v y v.

9 02 — =9 202 == 9 — —
d(X,Y)? = |XY|?=|XP+PY|?=|XP|*+|PY|?+2XP-PY =
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=d(X,P)?> +d(P,Y)* - 24- .

Asi mismo,
d(f(X), f(Y))* = d(f(X), f(P))* + d(f(P), f(Y))* = 2f(P)f(X) - f(P)f(Y).

De la igualdad de los primeros miembros, se sigue que:

) u-v=f(P)f(X)  f(P)f(Y) = f(d)- f(D).

Es decir, f conserva el producto escalar y, por tanto (pag.113), es lineal.

Nos falta ver que es la aplicacién lineal asociada a f. En efecto,
JXY) = f(PY -PX") = [(PY) - f(PX) = J(P)F(Y)  ~J(P)J(X) = FX)I(Y)

(<) Sea f una aplicacion afin cuya aplicacién lineal asociada f conserva el
producto escalar, entonces, para puntos X,Y € A:

d(f(X), f(V)) = IFX)FX)| = IF V)| = | XY = d(X,Y).
Se concluye que f es una aplicacion isométrica. [w

6.38 Ejemplo.- Las traslaciones y las simetrias ortogonales son movimien-
tos.

— Una traslacién es una aplicacion afin con aplicacion lineal asociada la
identidad, que obviamente es una isometria lineal. O bien, directamente a

partir de la definicion, ||tz(P)tz5(Q) || = |[(P+9)(Q+9)| = HP—Q>H

— Si sg es la simetria ortogonal con respecto a F, se tiene que su aplicacién

lineal asociada es la simetria sp respecto a F en la direccién de F-. Entonces,
para v € E:

U= pp(9) + ppe (Y), sr(V) = pr(¥) — ppe (V). .
Como pr(9)-pr. (¥) = 0y por la propiedad 6) de la norma (Proposicién 5.21),
se tiene que
[se(9)[| = [|(9)].

Es decir, sr conserva la norma de vectores y, por tanto, s es un movimiento.

Con el objetivo de profundizar en el estudio de las isometrias, es importante
investigar los puntos fijos de las aplicaciones afines.

En la siguiente proposicion se establece que todo movimiento es la com-
posicién (conmutativa) de una traslaciéon con un movimiento con algin punto
fijo. Este resultado puede ser visto como una generalizaciéon del teorema de

Chasles (®) sobre los movimientos rigidos en IR>.

6.39 Proposicién.- Sea una espacio euclideos (A, E) de dimension n. Para
todo movimiento f: A — A existe una tunico movimiento g: A — Ay

una unica traslacion ¢z, con f(w) = w, tal que los puntos fijos de g,

G ={X € A/g(X) = X}, es una variedad lineal no vacia de A de

subespacio director G = Ker(f — 1g) y verificindose que
f:t,l—bog:gotﬁr

(3) Teorema de Chasles: Un desplazamiento espacial de un cuerpo rigido puede ser definido
por una rotacién alrededor de una recta y una traslacion a lo largo de la misma recta, llamado
”desplazamiento del tornillo” o ”movimiento helicoidal”.
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Ademas, se verifican las siguientes propiedades adicionales:
1) f:gyﬁ;:7)@3":{X€A/f(X):X}7é®.
2) F={XeA/f(X)=X}=0=dimG>1.

Nétese que la condicién f (@)= nos dice que @ € Ker(f—1g) (subespacio de

vectores propios correspondiente al valor propio 1 de f) y también que, para

cualquier X € A, f(X)f(X 4+ w) = w. Ademas, la direccién de la traslacion
t es paralela a la variedad lineal de los puntos fijos del movimiento g.

Demostracién.- El vector w, que define la traslacién tnica a buscar, esta

determinado por un punto P € Ay suimagen f(P), es decir w = Pf(P). Para

hallar el punto P, tomemos un punto @) € A que no sea fijo para f (f(Q) # Q);

como, por la Proposicion 5.76, .
E=Ker(f — 1g) ® Im(f — 1),

— = , .
el vector @ f(Q) se descompone en forma tunica:
N -

) QI(Q) = @+ (F(3) - ),
donde w € Ker(f — 1g) es inico y ¥ € A.
El vector w no depende del punto ) tomado, pues para cualquier otro punto

X e A:
Xf(X)=XQ+Qf(Q)+ f(Q)f(X) =

= XQ+ @+ f(B) — 5+ F(QX) = @+ (f — 1p)(F+ QX).

—
Luego, X f(X) se descompone en forma tnica en la suma del vector w €

Ker(f — 1g) més un vector de Im(f — 1g), y esto se verifica para todo X € A (),

Tomando P € A tal que QP = —79 (es decir, P = Q — 9) se tiene
—_
w= Pf(P).

Obsérvese que aunque w es unico, el punto P encontrado no es Unico; pues
puede tomarse otro ¥’ tal que f(¥) — v = f(¥) — ¥ .

Determinado el vector w, definimos ahora g: A — A por:
g _— t—’l_i) o f

Se verifican todas las afirmaciones del enunciado:

— Como composicion de movimientos, g es un movimiento.

(4) Es importante hacer notar que si f tiene algin punto fijo, sea R, entonces

_ Og=FRf® =4+ (f-1p)(3+QR),
y, debido a que Ker(f — 1g) ® Im(f — 1g) = E, esta descomposicién es tnica, con lo que
w = 0. Esto lo utilizaremos para establecer la afirmacién 1) del enunciado.
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— Las aplicaciones lineales asociadas de f y g coinciden, es decir, f = g.
En efecto, para todo X € A se tiene:

e 4 - =7 R -~ — . - —
9(X) = g(P)+g(PX) = P+g(PX), f(X)—w = f(P)+f(PX)-w= P+f(PX).
I ser los primeros miembros de estas relaciones iguales, también lo son los
ultimos miembros de ellas. Por lo que, f = g.

— Como ¢g(P) = f(P) — w= f(P) —|— f( )P = P, ocurre que el conjunto
de puntos fijos de g, § = {X € A/g = X} # @ y por la Proposicién 4.7,

G es una variedad lineal con subespacio director Ker(§ — 1g) = Ker(f — 1g)
(subespacio vectorial de vectores propio correspondiente al valor propio 1 de

f)-
— Claramente f =tz -°g.

— tg°9 = gety; en efecto, para cualquier X € A:

(gotg)(X) = g(X + w) = g(X) + g(w) = f(X) —w+ f(w) = f(X).

— Unicidad de la descomposicién.

El procedimiento que hemos seguido nos ha permitido obtener sin am-
bigiiedad un vector w y un movimiento que nos permite descomponer f =
tip°9s verificandose las propiedades requeridas. En el supuesto que existiera

otra forma de obtener tal descomposicion de f, f = Lo g’, se debe verificar
que W = Wy g = ¢g. Basta con demostrar que los vectores coinciden.

Usaremos que f y g’ tiene la misma aplicacion lineal asociada, f = g’, que
w € Ker(f — 1g) y que ¢’ tiene puntos fijos; sea S un punto fijo de g’.

F(S)=g'(S) + @ = S+ @ = Sf(S) = € Ker(f —15).
- @& = Pf(P) - 5f(S) = PS + Sf(P) - Sf(P) — f(P)f(S) =
= PS — f(PS) = —(f - 15)(PS) € Im(f — 1g).

w—w € Ker(f — 1) NIm(f — 1g) = {0g}.

Propiedades adicionales:
— 1) f=gyw=0F={XcA/f(X)=X}+#0.
Si f =gy w= 0, la descomposicién Unica de f es f = tg°g = g; ademas,

el conjunto de puntos fijos de g(= f) es no vacio.
La demostracion de la otra implicacién figura en la nota al pie de la pagina 140.

—2)F={XeA/f(X)=X}=2=dmG> 1.
Es equivalente a demostrar: dimG < 1= F ={X € A/f(X) = X} # @.

Pero esto estd establecido en la Proposicion 4.7: f tienen tnico punto fijo
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6.4 Movimientos en espacios euclideos de dimensiones
dos y tres

En el plano euclidiano afin los movimientos (ademaés de la identidad) se
clasifican de la siguiente manera. Un movimiento f que tiene algin punto fijo
es una rotacién si es un movimiento directo, de lo contrario, es una simetria
respecto una recta. Si f no tiene puntos fijos, entonces o bien es una traslacion
no trivial o la composicion de una simetria respecto una recta con una traslacién
no trivial paralelamente a esta recta.

En un espacio euclideo de dimensién 3, los movimientos (ademds de la
identidad) se clasifican de la siguiente manera. Hay tres tipos de movimientos
que tienen algin punto fijo. Un movimiento directo con algtin punto fijo es una
rotacion en torno a una recta ¢ (el conjunto de puntos fijos).

Un movimiento inverso con algtin punto fijo es o bien una reflexién sobre un
plano II (el conjunto de puntos fijos) o la composicién de una rotacién seguida
por una reflexion sobre de un II plano ortogonal al eje de rotacién £. En el
segundo caso, existe un unico punto fijo O = ¢ N1II.

Hay tres tipos de movimientos sin puntos fijos. El primer tipo es una
traslacion no trivial. El segundo tipo es la composicién de una rotacion seguido
por una traslacién no trivial paralela al eje de rotacion. Tal movimiento rigido
es directo, y que se llama un ”"movimiento helicoidal”. El tercer tipo es la
composicién de una reflexion sobre un plano seguido de una traslacion no trivial
de vector paralelo a la direccién del plano de reflexién.

Vamos a detallar estas afirmaciones en los parrafos siguientes.

Clasificacién de los movimientos en el plano euclideo

Utilizando la expresiéon candnica, dada en la Proposicién 5.77, de la matriz
asociada a una transformacion ortogonal sobre una espacio vectorial euclideo,
respecto a una base ortonormal convenientemente elegida, los casos posibles en
dimension dos para la transformacién ortogonal asociada a un movimiento en
el plano euclideo son:

1 0 1 0 -1 0 a b 2 2
(0 1)’(0 —1)’( 0 —1>’<—b a>00na =170,

A esta expresiones se puede llegar con facilidad (para dimensién 2) sin més

a

que considerar A = ( . ) la matriz de la aplicacion lineal asociada al

d
movimiento e imponerle (al ser ortogonal) que AU=1 y 'AA = I; resultando
las ecuaciones:

2+vP=1,a*+*=1, 4+ =1,*+d>=1, ac+bd=0, ab+ cd=0.

Si consideramos coordenadas homogéneas en el plano deducidas de la re-
ferencia ortonormal tomada, las posibles ecuaciones AX' = M X de un movi-
miento ((x,y) — f(z,y)) son:

2 1 0 0\ /2° 20 1 0 0\ [/a°
A°): Al | =la 1 0|z |,2): A2 |=|a 1 0|z
Yy’ g 0 1) \y Y’ g 0 -1/ \y
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2 1 0 0\ /a° 20 1 0 0\ /2°
B):Alx |={a -1 0|z |,@): A2 |=|la a b |x
Yy’ g 0 -1/ \y Yy’ B b a) \y

Estos cuatro tipos de afinidades tiene un punto doble (propio o impropio) y
la recta del infinito invariante. Estudiando cada una de ellas, averiguaremos si
tiene otros elementos fijos (°) y la distribucién de los mismos, esto lo podemos
hacer hallando los valores propios de la matriz M (raices del polinomio carac-
teristico |[M — M| = 0) y los rangos de las matrices M — AI ( ver [0, pag. 61]

o [0, pag. 191]).

Obsérvese que en todo los casos el polinomio caracteristico |[M — M| = 0
tiene la raiz A = 1.

(1°): A1 = 1 es una raiz triple.
Si (e, 8) = (0,0), rango(M — A1) = 0: Se trata de la identidad.
Si (o, B) # (0,0), rango(M — A1) = 1: tiene un recta (la del infinito)
de puntos dobles y un punto doble (en el infinito). NO tiene puntos fijos

propios. Las rectas (paralelas) que pasan por el punto doble tienen por ecuacién
cartesiana Sxr — ay = k, es decir tiene la direccién del vector («, 3). Se trata
_—

de la traslacién, cuyo vector de traslacion es X f(X)= (zx +a,y+ 3) — (x,y) =
(a, B).

(2°): Ay = —1 una raiz simple, Ao = 1 una raiz doble.

Si o = 0, rango(M — A21) =1 (homologfa): Un punto doble (impropio
del eje OY) y una recta ¢ (y = 3/2) invariante. Las rectas (paralelas al eje OY
que pasan por el punto doble son invariantes (en particular, la recta del infinito
y los puntos de la recta invariante son todos dobles. Asi, la imagen f(X) de un
punto X estd en la recta que pasa por X y es perpendicular a f; y como el punto

—_—
medio de X y f(X) estd en ¢ (X + %Xf(X): (x,y) + %(m —z,—y+pB—y) =
(z é)), se trata de una simetria ortogonal f = s, de eje la recta ¢ (y = (/2).

' 2

Sia# 0, rango(M — Aol) = 2y, por tanto, existen dos puntos dobles
(los del infinito de los ejes OX y OY) y dos rectas invariantes (una la del
infinito y ¢ : y = (3/2). NO tiene puntos fijos propios. El movimiento es la
composicién f =tz sy, donde s, es la simetria (ortogonal) respecto a la recta

Cytgesla traslamon de vector ¥ = («,0), paralelo al eje de simetria:

f(:z:,y) - (tz_j(sﬁ(xvy)) - Sg(l‘,y)—{—(Oé,O) - (337 —y+ﬁ)+(a,0) - (37+047 _y+6)'
Se denomina simetria con deslizamiento.

(3°): A1 = 1 una raiz simple, Ay = —1 una doble con rango(M — A\2l) = 1.

A la raiz Ao = —1 le corresponde una recta (la del infinito) de puntos
dobles y, a la raiz Ay = 1, un punto doble P(«/2,3/2). Las rectas que pasa
por el punto doble son invariantes. P es el punto medio de X y f(X), ya que:

PX +Pf(X)=(z—a/2,y—B/2)+ (—z+a—a/2,—y+ 3 —3/2) = (0,0).

(5) El comando de Mathamatica Eigensystem proporciona los valores propios y los puntos
fijos de un movimiento dado su matriz asociada
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Sea trata de una simetria central de centro («/2,3/2).

(4°): Ay =1, Ao = a + bi, \3 = a — bi; las raices simples (una sola real).
A la raiz real le corresponde una recta invariante (la del infinito) y un
punto doble:
P (a—1)a—b8 ba+ (a—1)p
2(a—1) 7 2(a—1) '

Como a? + 1> = 1, si ponemos a = cosf y b = senf, el movimiento se
escribe:

' = xcosh+ysenb+ «
y = —xsenf + ycosb + [3.
Representa un giro (o rotacién) de amplitud 6 y centro P.

Si denotamos las ecuaciones el movimiento, en coordenadas cartesianas, por

x’ x «
) = A + 9
<y> (y) (5)
y s6lo consideramos puntos propios, podemos resumir los expuesto en el cuadro
siguiente:

Movimientos en el plano euclideo

( Con puntos fijos ....... Identidad (1°)
trA =2 . . 10
dotA — 1 < Sin puntos fijos ....... Traslacién (1°)
trA=—2 ... ... Simetria central (3°)
L A F#2 Giro (4°)
( Con puntos fijos — ............ Simetria axial (2°)
Sin puntos fijos .. Composicién de una simetria

detA =—-1 < . L
axial con una traslaciéon para-
\ lela al eje de simetria (2°)

Cuando el movimiento es un giro, la matriz de su transformacion ortogonal
asociada tiene traza trA = 2cosf. Asi, la traza permite determinar el coseno
del angulo de giro, de modo que este pueda ser elegido en el intervalo [0, 7].
Lo tnico que queda determinar es el signo del angulo, segiin la orientacion que
se haya elegido. Para ello, si la orientacion estd dada por una base {é;, €2},

consideramos la base {&;, f(&;)}, si ambas bases tienen la misma orientacion,
entonces el angulo se toma con signo positivo; y si tienen orientacién opuesta,
se toma con signo negativo.

Clasificacion movimientos en el espacio euclideo tridimensional

Siguiendo el mismo procedimiento que en el plano euclideo, estudiamos los
tipos de movimientos en el espacio euclideo de dimension 3.
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En coordenadas homogéneas deducidas de una referencia ortonormal con-

veniente elegida, las ecuaciones A X' = M X de un movimiento, (z,y,z) —
f(x,y,2), es de uno de los tipos siguientes:
z’0 1 0 0 0\ [2° z'0 1 0 0 0\ /2
o x’ _|la 1 0 0 x o r | _|a 1 0 0 x
z’ v 0 0 1 z z’ vy 0 0 -1 z
z'0 1 0 0 0\ [a° z’0 1 0 0 0\ [2°
o x’ a1 0 0 T ° x’ o -1 0 0 T
(3 ))‘ Y’ B 0 -1 0 Y (4 ))\ Yy’ N G 0o -1 0 Yy
2’ v O 0o -1 z 2’ ¥ 0 0 -1 z
z’0 1 0 0 0\ [2° z’0 1 0 o0 o0\ [z
o x’ a1 0 O x o x’ o -1 0 O x
z’ v 0 —=b a z z’ ¥ 0 —-b a z

Obsérvese que todo los casos el polinomio caracteristico |M — AI| = 0 tiene
la raiz A = 1.

(1°): A1 =1 es una raiz cuddruple.

Si (o, B,7) = (0,0,0), rango(M — A1) = 0: Se trata de la identidad.
Si (e, 8,7) # (0,0,0), rango(M — A\ 1) = 1: se tiene un plano (el del
infinito) de puntos dobles y un punto (en el infinito) doble, (0: a : 3 : 7). El

—
vector X f(X)= («a, 3,7), con lo que el movimiento es una traslacién. NO hay
puntos fijos propios.

(2°): A1 = —1 una raiz simple, Ao = 1 una raiz triple.

A la raiz simple le corresponde un punto doble (el del infinito del eje
OZ) y un plano doble (Il : z = ~/2).

Si (a,3) = (0,0), rango(M — A2I) = 1. Rectas y planos paralelos al
eje OZ son invariantes y todos los puntos del plano II son dobles. El punto
medio de X y f(X),

l ——= 1 e 8
X+§Xf(X): (QZ, Y, Z)+§(JJ+04—JZ, y—i_ﬁ_y? —Z—i—”}/—z) - ([L‘+§, y+§7 5) € 1L
Se trata de una simetria (ortogonal) respecto al plano I1, syy: simetria especular.

Si (o, B) # (0,0), rango(M — Aol) = 2: La recta del infinito del plano
(IT: z = ~v/2) es invariante; también son invariantes los planos paralelos al eje
OZ y al vector ¥ = («, 3,0). NO hay puntos dobles propios. El movimiento es
la composicion, tze sm, de una simetria especular seguida de una traslacion de

vector ¥ = («, 3,0) (paralelo al plano de simetria):
f(xa Y, Z) = (t,l—)’(SH(.T, Y, Z)) = 81‘[(33, Y, Z) + (Ct,ﬁ, 0) =
= (ZU,y,—Z+’Y) + (avﬁao) = (:13—|—oz,y—|—5,—z—|—’y)

(3°): A1 = 1 una raiz doble, A\ = —1 una raiz doble.

Si « = 0 = rango(M — \I) = 2. Los puntos de la recta ¢ : y =
B/2, z = /2 son dobles y los planos Il : x = k (perpendiculares a ¢) son
invariantes.
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Si a =0 = rango(M — A\yI) = 2. Los puntos de la recta del infinito
de los planos paralelos al plano Y Z son dobles y los planos, II;, que pasan por
la recta ¢ (y = 3/2,z = ~y/2) son invariantes.

De estos resultados se sigue que las rectas intersecciéon de los planos IIx y
IT; (que cortan a la recta £) son invariantes; es mas, el punto medio de X y
f(X) estd en £, en efecto:

1—— 1
X+ Xf(X)=(ry)+tleta-a,-y+f-y—2+y-2)=
a (B vy
= (x +2 5 2)€€

Se trata de una simetria (ortogonal) respecto a la recta ¢, sy: simetria axial.

Si a # 0 = rango(M — A\ I) = 3. El punto del infinito del eje OX es
doble y el plano del infinito es invariante.
Si a # 0 = rango(M — AyI) = 2. La recta del infinito del plano
x = a/2 (y de todos los paralelos a éste) tiene sus puntos dobles. Los planos
que pasan por la recta ¢ (y = /2,2 = 7/2) son invariantes.
El movimiento (que NO tiene puntos fijos propios) es la composicién o Se,

de una simetria axial seguida de una traslacién de vector ¥ = («, 0,0) (paralelo
a la recta de simetria):

[y, z) = (tg(sex,y, 2)

=(z,—y+8,—z+7) + ( 0,

) ([IJ Y,z )""(O‘?O’O):

0)=(z+ao,-y+06,—2+7).

(4°): A1 = 1 una raiz simple, Ao = —1 una raiz triple.

A la raiz A\ = 1 le corresponde el punto doble P(«/2,(3/2,7/2) y el
plano del infinito invariante.

Si la raiz es \a = —1 ocurre que rango(M — A\2I) = 1, y le corres-
ponde el plano del infinito de puntos dobles y los planos que contiene al punto
P(a/2,3/2,7~/2) son invariantes.

El punto medio de X y f(X) es P:
p gl

o} e
PX+Pf(X) - (x_an_ng_%—i_(_x—i_a_E? _y—i_ﬁ_E) _Z+7_§ = (07070)
Sea trata de una simetria central de centro («/2,3/2,7/2).

(5°): A1 = 1 una raiz doble, Ao = a + bi y A3 = a — bi raices simples.

Si a = 0 = rango(M — A1) = 2. Son dobles los puntos de la recta ¢
(paralela a OX):
(a—Dy+bz+5=0, —-by+(a—1)z+~v=0.
Ademas, los planos Il (z = k), paralelos a Y Z, son invariantes.
Si trasladamos el sistema rectangular tomado al punto doble P = ¢ N I1y:
o) (=05~ by b3+ (a—1)y
o 2a—-1) 7 2(a-1) ’
las ecuaciones del movimiento quedan
=z, y =ay+bz, 2z =-by+az.

Con lo que la restriccién al plano II; es un giro de centro P. Obsérvese que
la amplitud de este giro es la misma en cualquier plano II; al cual se haga la
restriccion.

El movimiento en cuestion es, pues, un giro (o rotacién), gs, de eje /.
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Sia # 0 = rango(M — \I) = 3. A laraiz A\; = 1 le corresponde,
ahora, un solo punto doble (punto del infinito del eje coordenado OX) y un
unico plano invariante (plano del infinito): NO hay puntos dobles finitos.

Se trata de la composicion de un giro alrededor de la recta ¢,
con la traslacién de vector (paralelo al eje de giro) ¥ = («,0,0):
f(x,y,2) = (ty(9e(2,y, 2) = ge(2,y, 2) + (@, 0,0) =

= (z,ay+bz+0,—by+az+~)+ (a,0,0) = (x + a,ay + bz + B, —by + az + 7).
El movimiento recibe el nombre de movimiento helicoidal.

(6°): A\1 =1, =—1, A3 =a+bi y \y = a — bi raices simples.

El punto doble correspondiente a la raiz A\ = 1 es («/2,0,0) y el plano
invariante, el del infinito.

El punto doble correspondiente a la raiz Ay = —1 es el del infinito del
eje coordenado OX y el plano invariante es I1: z = a/2.

En consecuencia, el eje coordenado OX (recta que une los puntos dobles)
queda invariante. El movimiento es la composicion de un giro alrededor del eje
¢ = OX, seguido de una simetria respecto al plano Il (z = «/2): f = spege =
ge ° 811,

1 0O 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
a -1 0 0| [ a -1 00 01 0 0
g 0 a b | O 01 0 6 0 a b
¥ 0 —b a 0 0 0 1 v 0 —=b a

A este movimiento se le denomina simetria alabeada o simetria rotacional.

Denotando las ecuaciones el movimiento, en coordenadas cartesianas, por
Y

x x o
vy | =Aly |+ 5 |,
z’ z 7y

y s6lo consideramos puntos propios, podemos resumir los expuesto en el cuadro
siguiente:

Movimientos en el espacio euclideo tridimensional

( A — 3 { Con puntos fijos ......... Identidad (1°)
N Sin puntos fijos  ........ Traslacién (1°)
Con puntos fijos ..... Simetria axial (3°)
det A — 1 < trA = —1 Sin puntos fijos . Simetria axial seguida
de una traslacién (3°)
Con puntos fijos ............ Giro (5°)
trA # —1,3 Sin puntos fijos  ......... Movimiento
\ helicoidal (5°)
( Con puntos fijos  Simetria especular (2°)
Sin puntos fijos  ............ Simetria es-

trA =1 :
detA = —1 peculal.",segulda de una
traslacién (2°)
trA=—-3 Simetria central (4°)
| trA#—-3,1 Simetria rotacional (6°)
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Cuando el movimiento es un giro respecto a una recta, la matriz de su
transformacién ortogonal asociada

1 0 0
0 cosf senf |,
0 —senf cosb

tiene traza trA = 1 4 2cosf. Asi, la traza permite determinar el coseno del
angulo de giro, de modo que este pueda ser elegido en el intervalo [0,7]. Lo
unico que queda determinar es el signo del angulo, segiin la orientacién que se
haya elegido. Para ello, si la orientacién estd dada por una base ortonormal

{€é1, é;, és}, consideramos la base {u, v, f(¥)}, con 4 vector propio correspon-
diente a la raiz 1, ¥ vector independiente con 4. Si ambas bases tienen la misma,
orientacién, entonces el dngulo se toma positivo (§ = arccos((trA —1)/2)); y si
tienen orientacion opuesta, se toma con signo negativo.

Cuando el movimiento es un giro seguido de una simetria especular (simetria
rotacional) ocurre que trA = —1+42 cos 0 y el signo del angulo se toma siguiendo
el mismo criterio que como se acaba de exponer en el caso del giro.

Determinacion de las ecuaciones de un movimiento

En el desarrollo precedente hemos resuelto el problema de la determinacion
de los elementos geométricos caracteristicos de un movimiento conocida la ma-
triz de éste y de paso clasificarlo, pero queda por estudiar el problema reciproco,
acaso mas interesante aun, de hallar las matrices que corresponde a un movi-
miento definido por sus caracteristicas geométricas.

De este problema vamos a tratar dos casos particulares fundamentales, tanto
en el plano como el espacio tridimensional, que nos sirven para determinar
facilmente todos los demas: giro alrededor de un punto y simetria axial en el
plano y giro alrededor de una recta y simetria respecto a un plano en el espacio.

Omitimos los calculos que nos llevan a obtener las ecuaciones de estos
movimientos y sélo expondremos sus ecuaciones.

Caso del plano euclideo

— Ecuaciones del giro de centro en el punto de coordenadas (a, b) y amplitud

6 son:
' =(r—a)cosh — (y—b)send +a
y = (x—a)senf + (y —b)cosh +b.

— Ecuaciones de la simetria axial respecto a la recta dada por su ecuacion
normal x cosa + ysena — p = 0, siendo p la distancia de la recta al origen de
coordenadas y « el angulo que forma la normal a la recta con el eje OX:

xr’ = —xcos2a — ysen 2a + 2p cos o
Yy = —xsen2a + ycos2a + 2psen a.

Si la ecuacion de la recta viene de la forma az + by 4+ ¢ = 0, las ecuaciones
de la simetria axial son:

, 1 s 9 2a(ax + by + ¢)
m:a2+b2((b — a*)z — 2aby — 2ac) = x — poR :
, 1 5 o 2b(az + by + ¢)
Y :a2—+b2(—2abaj—|—(a —b )y—QbC) =Y — a2+b2 .
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Caso del espacio euclideo tridimensional

— Ecuaciones del giro alrededor de la recta que pasa por el punto Py(a, b, ¢)
y tiene la direccién del vector unitario de componentes (u, v, w):

x’ u? + (v? +w?)cost  wv(l —cost) —wsent uw(l —cost)+ vsent x
vy |=| wo(l —cost) + wsent v?+ (w? +u?)cost wvw(l—cost) —usent Y
z’ uw(l —cost) —vsent wvw(l—cost)+usent w?+ (u? +v?)cost z

(cv — bw) cos % + (u(bv + cw) — a (v? + w?)) sen %

+ (v(cw +au) —b (w2 + u2)) sen %

2
(bu — av) cos % + (w(au + bv) — ¢ (u? + v?)) sen %

o~

—2sen — | (aw — cu) cos

Un caso particular de giros constituyen las simetrias axiales, para las que,
siendo # = m, las ecuaciones anteriores se expresan por:

x’ 2u? — 1 2uv 2uw x u(bv + cw) — a (v? + w?)
y |= 2uv 202 — 1 2w y | =2 v(cw+ au) — b (w? + u?)
z’ 2uw 2vw 2w? — 1 z

w(au + bv) — ¢ (u2 + 1)2)

— Ecuaciones de la simetria especular respecto al plano de ecuacion px +

qu+rz+s=0:
_p2+q2+7"2 o 2pq o 2p?” DS
x? p2+q2+7’2 p2+q2+r2 p2+q2+7’2 T —p2+q2+7,2
vl — | __ 2pg p—q¢*+r®  2gr 495
o PP Hr? pPhgitr? PERSERR y 21 PreTe
z 2 9 2142 2 z TS
__p2+é¥;r2 __p2+;g;r2 Z2+g2+:2 p?+q*+r?
Estas ecuaciones, si se toma p? + ¢2 + 72 = 1, se escriben en la forma:
2’ 1—-2p2 +q¢>+1r?2  —2pq —2pr T s
y | = —2pq 1—-2¢*>  —2qr y | —2| as
Y
z —2pr —2qr 1—2r? z rs

En los siguientes ejemplos vamos a utilizar, como gran ayuda en los célculos,
un paquete de calculo simbdlico.

6.40 Ejemplo.- FEcuaciones del movimiento helicoidal composicion del giro
de eje la recta que pasa por el punto P(2/9,19/2,0) y tiene la direccion
del vector v = (1,4,1) con la traslacion tz de vector

= (—2/81,-8/81,—2/91).

La funcion personal matrizGiro3D de MATHEMATICA permite determinar
la matriz de un giro en el espacio tridimensional, dado el eje de giro (punto y
direccién) y la amplitude del giro.

matrizGiro3D[P_,d_,t_]:=
Module[{aa,x0,y0,20,v1,v2,v3,mG,mGH},{x0,y0,z0}=P;
{v1,v2,v3}=d/Sqrt[d.d]; mG=Array[aa,{3,4},{1,0}];
aal1,1]=v1"2(1-Cos[t]])+Cos[t]; aal[2,2]=v2"2(1-Cos[t])+Cos[t];
aal[3,3]=v3"2(1-Cos[t])+Cos[t]; aall,2]=vi*v2(1-Cos[t])-v3*Sin[t];
aal[2,1]=v1*v2(1-Cos[t])+v3*Sin[t];
aal1,3]=vi*v3(1-Cos[t])+v2*Sin[t];
aal[3,1]=vi*v3(1-Cos[t])-v2*Sin[t];
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aa[2,3]=v2*v3(1-Cos[t])-v1i*Sin[t];
aal[3,2]=v2*v3(1-Cos[t])+v1*Sin[t];
{aal1,0],aal[2,0],aal[3,0]1}=
-(Take[mG,3,-3]-IdentityMatrix[3]).{x0,y0,z0};
mGH={{1,0,0,0}};
Do [mGH=Insert [mGH,mG[[i]],i+1],{i,3}];
mGH] ;

matrizGiro3D: :usage= "matrizGiro3D[P,v,t], determina la matriz del
giro en el espacio tridimensional de amplitud \[Thetal, respecto a
la recta que pasa por el punto P y tiene la direccién del vector v
(NO NECESARIAMENTE UNITARIO).";

En el Ejemplo que nos ocupa, la instruccién
M=matrizGiro3D[{2/9,-19/9,0},{1,4,1},7]
nos que la matriz del giro es:

1 0 0 0
10 8 4 1
81 9 9 9

46 4 T 4
81 9 9 9
74 1 4 8
81 9 9 9

Para determinar, a partir de esta matriz, los elementos caracteristicos del
movimiento, la instruccién Eigensystem[Take [M,-3,-3]] , nos da las raices de
polinomio caracteristico de la matriz A de la transformacion ortogonal asociada
al movimiento, asi como los vectores que generan los subespacios directores de
la variedades lineales invariantes.

{{-1,-1,1}, {(-1,0,1),(—4,1,0),(1,4,1)}}.

El resultado es que el polinomio caracteristico |A — AI| = 0 tiene la raiz
doble —1 y la raiz simple 1.

Este es uno de los casos del tipo (3°), en la clasificacién de movimientos
en el espacio euclideo tridimensional (pag. 144), cuando tiene puntos fijos: una
simetria axial (el giro es de 180°).

A la raiz 1, corresponde el vector de componentes (1,4,1) (el tercero de la
lista), que genera el subespacio director de la variedad invariante: una recta,
que es el eje de giro.

A laraiz —1, corresponden los vectores de componentes (—1,0,1) y (—4,1,0)
(los dos primeros de la lista), que genera el subespacio director de las variedad

invariantes: planos, perpendiculares al eje de giro. Se tiene que:
(=1,0,1)x(—4,1,0) = (—1,—4,-1).

Para obtener la matriz del movimiento pedido, debemos componer con la
traslacién de vector w = (—2/81,—8/81,—2/91). Para ello le sumamos a la
matriz obtenida la siguiente:

0000
-2 0 0 0
- 0 0 0 |’
-2 0 0 0
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resultando la matriz:

Ol Ol Ol o

©100 WIN Wik

Ol O Ol
©lo Ol Ol o

6.41 Ejemplo.- FEcuaciones de la simetria especular respecto al plano de
ecuacion 2x +y + 2z — 3 = 0.

La funcién del usuario simetriaEspecular de MATHEMATICA nos facilita
las cuentas:
simetriaEspecular[p_,q_,r_,s_]:=Module[{sc}, sc=p~2+q~2+r"2;
{{1,0,0,0},
{-2p*s/sc, (-p~2+q~2+r~2)/sc,-2p*q/sc,-2p*r/sc},
{-2q*s/sc, -2p*q/sc, (p~2-q~2+r~2)/sc, -2q*r/sc},
{-2r*s/sc, -2p*r/sc, -2q*r/sc, (p~2+q~2-r~2)/sc}}

simetriaEspecular: :usage= "simetriaEspecular[A,B,C,D],

matriz asociada a la simetria respecto al plano Ax+By+Cz+D=0.";

simetriaEspecular([2,1,2,-3], nos da la matriz M asociada a la simetria

1
especular, X’ = AX 4+ B con M = B g

1 1 0 0 0 1

, 4 r _4 _8
| | 3 9 9 9 x

= 2 4 7 4
Yy 3 "9 9 79 Y
z’ 4 _8 _4 1 z

3 9 9 9

Comprobemos que se trata de una simetria especular de acuerdo con la
clasificacion de movimientos en el espacio euclideo tridimensional, que hemos
dado (pag. 144); asi, como cudl es el elemento geométrico que los caracteriza
(plano de simetria).

M={{1,0,0,0},{4/3,1/9,-4/9,-8/9%} ,{2/3,-4/9,7/9,-4/9},{4/3,-8/9,-4/9,1/9}};

A=Take[M,-3,-3]; (x Extrae las 3 dltimas filas y las 3 dltimas columnas de M *)

Det [A]

-1

Tr[A]

Eigensystem[M] (* Raices del polinomio caracteristico de M y los
puntos que generan las variedades correspondientes *)
{{_1,1’1’1}, {{011’1/2’1}, {2/31030,1}’{1/3;0’190}’{2/3’11010}}}

Take[%,-1,-3] (* Puntos que generan la variedad correspondiente a
la raiz 1 *)
{{2/3,0,0,1},{1/3,0,1,0},{2/3,1,0,0}}

MatrixRank[’] (* Los tres puntos son independientes: es un plano *)
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3

Append [%%,{x0,x,y,2}]
{{2/3,0,051}, {1/3,0,110}’ {2/3’1’0’0}’ {XO’X’Y’Z}}

Factor[Det[%]] (* Primer miembro de la ecuacién, en coordenadas homogéneas,

del plano *)
1/3 (-2 x+3x0 -y -2 2)

Hemos obtenido que el determinate de la matriz, A, de la transformacion
ortogonal asociada a la afinidad es igual a 1, que su traza es tr(A) = —1y
que la variedad lineal invariante correspondiente a la raiz triple A = 1 es el
plano —2x — y — 2z 4+ 3 = 0, es decir, tiene puntos fijos. Todo esto nos lleva, al
consultar el cuadro de clasificacién, a que es, en efecto, una simetria respecto
al plano invariante calculado.

6.42 Ejemplo[Teorema de Hjelmslev].- Cuando todos los puntos P de
una recta estan relacionados mediante un movimiento con todos los
puntos P’ de otra recta, los puntos medios de los segmentos PP’ son
distintos y alineados o todos ellos coinciden.

Una verificaciéon de este resultado, puramente algebraica, puede hacerse
considerando la clasificacién de movimientos en el plano (pag 142).

Sea un movimiento en el plano euclideo real de ecuacién matricial X’ =
AX + B y tomemos una recta determinada por dos puntos arbitrario P y Q

—
El punto medio de un punto genérico de la recta PQ, P+tPQ = P+t(Q — P),
y de su imagen esté en una recta de punto genérico:

3(AP+ P+ B) + 5t(A(Q - P) +(Q — P)).

Estos puntos se reducen a un tnico punto Fy si y sélo si
AP+ P+ B =2P,, AQ—-P)=—-(Q - P).
Esto quiere decir que —1 es una raiz del polinomio caracteristico de A y que

subespacio asociado a esta raiz es todo IR (pues, esto ocurre para cualquier
para de puntos del plano). Por consiguiente, la raiz es multiple. Estamos en
el caso (3°) de la clasificaciéon de movimientos en el plano, es decir, se trata de

una simetria central; su centro de simetria es el punto Py = %B .

A )
Applet-Cabri http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/gl-20.htm
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APENDICE A

Planos y rectas en el espacio
ordinario

En este Apéndice se hara una exposiciéon, no muy rigurosa desde el punto de
vista axiomatico, sobre los conceptos de rectas y planos en el espacio ordinario,
que nos servira para resolver ciertos problemas geométricos concretos y como
motivacion para el desarrollo teérico de los temas anteriores.

A.1 Ecuaciones de rectas y planos . . . . . . .. .. ... .. 153

A1l Ecuaciones de rectas y planos

Una recta £ en el plano o en el espacio ordinarios queda determinada por
un punto por donde pasa, P, y por un vector, ¥, que determina su direccion
(vector director de la recta). Asi, un punto genérico de X de £ es el extremo
del vector desde el origen O del sistema de coordenadas que se haya adoptado:

— —
OX = OP +tw. (A1.1)
Al variar t € IR, el punto X recorre la recta /.
A
y 4 ’ |
{
{ /
IR Y

X

Un plano 7 en el espacio ordinario queda determinado por un punto P
contenido en él y por un vector (director del plano) de direccién perpendicular a
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154 Planos y rectas en el espacio ordinario

la de toda recta contenida en 7, 6 por dos vectores independientes de direcciones
las de dos rectas contenidas en 7. Por lo que, si 4y ¥ son dos vectores aplicados
en el punto P y con direcciones las de dos rectas contenidas en 7, para cualquier
punto X de 7 se tiene que:

— —
OX = OP + i+ uo. (A1.2)

Al variar (\, pu) € IR?, el punto X recorre el plano 7.

X

Si a es un vector perpendicular a 7, para un punto X de 7 se debe verificar
que:

—
PX - =0, (A1.3)

donde 77 denota el producto escalar de vectores en el espacio vectorial IR>.

De las ecuaciones vectoriales obtenidas, que determinan si un punto X esta
en una recta o en un plano, vamos a deducir otras ecuaciones en términos de las
coordenadas de los puntos y las componentes de los vectores, que intervienen
en ellas.

e En el caso del plano ordinario, poniendo P(p,q), X(x,y) vy 9 = (v1,v2),
de la ecuacién (A1.1), igualando componente a componente, resulta la ecuacidn
paramétrica de la recta:

T =p-+tuy, Y = q + tus.

Eliminando ¢ entre estas dos ecuaciones se llega a la ecuacién continua de la
recta:

T—p_Y—q

U1 V2
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A1l Ecuaciones de rectas y planos 155

Finalmente, operando y pasando todo a primer miembro se obtiene la
ecuacion general o implicita de la recta, en la forma siguiente:

Ax+ By+C =0.

El par (A, B) son las componentes de un vector perpendicular a la recta.

Si la recta no pasa el origen de coordenadas (C' # 0), de esta ecuacién se
obtiene la ecuacién de la recta en su forma simétrica:

€T Yy
I A
a+b ’

siendo a y b la abscisa y ordenada en el origen de los puntos de corte de la
recta la recta con los ejes.

e En el caso del espacio ordinario, si se parte de la ecuacién vectorial del
plano (A1.3), poniendo P(p,q,r), X(z,y,2) y @ = (a1,a2,as), se llega a:

ar(z —p) +az(y —q) +az(z—r)=0

Agrupando se obtiene la ecuacion general o implicita del plano:
Ar+ By+Cz+ D = 0.

La terna (A, B, C) son las componentes de un vector perpendicular al plano.

A esta misma ecuacién se llega también partiendo de la ecuacién (A1.2),
poniendo 4 = (uy,us,us), ¥ = (v1,v2,v3) e igualando componente a compo-
nente, resultando la ecuacién paramétrica del plano:

x=p+ Aui + puy, Yy = q+ Aug + uvs, z =14+ Aug + uvs.

Para hallar los valores tinicos de A\ y p que corresponden a un punto X (z, y, 2)
del plano, obtenidos del sistema de ecuaciones anterior de tres ecuaciones y dos
incégnitas, ha de ocurrir que el determinate siguiente se anule:

r—p Yy—q =z-—T
U1 U9 us = 0.
U1 U2 U3

Otra via, para obtener la ecuaciéon del plano, del que se conocen tres pun-
tos P;(x;,y:,2:), (1 = 1,2,3), es tener en cuenta que sus coordenadas han de
satisfacer a su ecuacion general Ax + By + Cz + D = 0; por lo que se pueden
determinar A, B,C y D, sabiendo que deben ser solucién de las ecuaciones:

Ax +By +Cz +D =0
A.%’1+By1+021+D:O
Axo+ By, +Czo+ D =0
A:E3+By3—|—C'23—|-D:0
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156 Planos y rectas en el espacio ordinario

Y la condiciéon para que exista solucién es que:

x Y z 1
1 Y1 ~21 1 —0
To Y2 22 1 ’
x3 Yy =z3 1

que desarrollada nos da la ecuaciéon del plano.

Para la recta en el espacio ordinario, que pasa por el punto P(p,q,7) y
vector director ¥ = (v1, v, v3), Su ecuacién paramétrica es:

T =7p+tvy, Yy = q+ tug, z =1+ tus.

Y eliminado el pardmetro ¢t entre estas tres ecuaciones, obtenemos las ecua-
ciones:

r—p Yy—q Z—=r
U1 V2 U3

Tomando dos pares de estas ecuaciones y operando, resulta que la ecuacion
de una recta en el espacio viene determinada por la interseccion de dos planos
de ecuaciones:

Ar+By+Cz+ D =0, Ar+By+C'2+D =0.

Si los datos que determinan una recta o un plano en el espacio son dados
de manera diferente a los expuestos, basta con determinar, a partir de ellos, los
elementos que sa han usado aqui para determinar sus ecuaciones. Asi, por ejem-
plo, si de un plano se dan tres puntos no alineados, P;(x;,y;, 2;), (i = 1,2,3),

se pueden considerar el punto P = P; y los vectores, contenidos en el plano,
S

e —
= PP, y v = P Ps, y utilizar la ecuacién (A1.2) para obtener la ecuacion
del plano, o bien tomar el vector a perpendicular al plano, determinado por el

producto vectorial @ = Py P, X P Py, y utilizar la ecuacién (A1.3).

A.1. Ejemplo.- Dadas dos rectas no paralelas y que no se cortan, {1 y {2,
en el espacio ordinario, determinar la recta £ perpendicular a ambas y
que las corte.

Supongamos que las rectas ¢; y {5 vienen dadas por un punto y un vector
director, P; y ¥; (i = 1,2). Un vector director de la recta ¢ es el producto
vectorial @ = U1 X V.

Los puntos X del plano m; que contiene a las rectas £ y {1, verifican:

—

PlX'((_iX 61) = 0.

Analogamente, los puntos X del plano w5 que contiene a las rectas £ y £s,

verifican:
—

PyX - (@ x ) = 0.

La recta ¢ pedida es la interseccién de los planos w1 y me. Si P;(pi, @iy 73) ¥
v; = (ug, v, w;), para i = 1,2, las ecuaciones de los planos son:

T S (uz(v% +w?) — uy (vive + wlwg)) (x —p1) =0,
T S (ur(v3 + w3) — uz(vive + wiws)) (xz — p2) = 0.
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A1l Ecuaciones de rectas y planos 157

A.2. Ejemplo.- Determinar la recta perpendicular al eje OZ y a la recta de
ecuaciones x —z —2 =0, y— 2+ 1 =0, y que corta a ambas.

Podemos utilizar directamente las formulas dadas en el Ejemplo A.1. para
determinar dos planos que la determinan, tomando:

Q1(0,0,0), 3 = (0,0,1), Q2(3,0,1), B = (1,0,—1) x (0,1,—-1) = (1,1,1).

710 (ug(v? + w?) — up(vive +wiws))(x —p1) + =z +y =0,
mo: (ur(v3 +w3) —ug(vive Fwiwe))(z —p2)+ = —x—y+22+1=0.

O bien, paso a paso, para este caso concreto: La recta perpendicular a
ambas rectas dadas, tiene la direccion del vector

§=(0,0,1) x (1,1,1) = (—1,1,0).

Un plano, 71, que contiene a la perpendicular pedida y al eje {1 = OZ
es perpendicular al vector v; x ¥ = (0,0,1) x (=1,1,0) = (1,1,0) y pasa por
Ql (07 Oa O) :

Otro plano, w9, que contiene a la perpendicular pedida y a la segunda recta,
{5 es perpendicular al vector ¥o x ¥ = (1,1,1) x (=1,1,0) = (1,1, —2) y pasa

por Q2(3,0,1).
Luego,

m: (z,y,2)-(1,1,0) =x+y =0,
m: (x—3,y,2—1)-(1,1,-2)=z+y—22—1=0.

http: //webpages.ull.es /users/amontes/jview /g1-01.html
Los puntos P; = ¢N¥¢;(i = 1, 2), pies de la perpendicular comin a las rectas
01y 4o, son P1(0,0,—1/2)y P»(3/2,—3/2,—1/2). Por lo que la distancia entre

—_—
las dos rectas es ||P Py || = 3/v/2.
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A.3. Ejemplo.- Recta que pasa por P(1,1,2) y se apoya en la recta €1 :
r+y+z=2,2x—y+z2=3y en la recta 2 que pasa por P»(3,0,1) y
que tiene la direccion del vector (1,—1,2).

La recta ¢; pasa por el punto P;(1,0,1) y tiene vector director (1,1,1) x
(2,-1,1) = (2,1, -3).

El plano que pasa por P(1,1,2) y contiene a la recta ¢; es perpendicular al
—

vector (2,1,-3) x PP = (2,1,-3) x (0,—1,—1) = (—4,2,—2), por lo que su
ecuaciébn es 1 : 2x —y+ 2 —3 =0.
El plano que pasa por P(1,1,2) y contiene a la recta {5 es perpendicular al
B

vector (1,—1,2) x PP = (1,—-1,2) x (—2,1,1) = (-3,—5,—1), por lo que su
ecuacién es o @ 3x + by + z — 10 = 0.
La recta pedida ¢ es la interseccion de los planos m; y 7s.

http: //webpages.ull.es/users/amontes/jview/g1-02.html
Los puntos Q; = ¢N¢;(i = 1,2) son Q1(5/2,3/4,—5/4) y Q2(11/5,4/5,—3/5).

A.4. Ejemplo.- Determinar el circuncentro del tridngulo cuyos vértices son
los puntos A(2,—1,0), B(1,1,-3) y C(0,1,2).

Los planos perpendiculares a cada lado en su puato medio se cortan en
una recta que pasa por el circuncentro del tridngulo ABC', que es el punto que
equidista de los tres vértices.

Los puntos medios de los lados de los lados BC,C'A y AB son, respectiva-
mente, Ma(1/27 1a _1/2)7 Mb(la 07 1) y Mc(3/27 Oa _3/2)

Las ecuaciones de los planos mediatrices a los lados BC,CA y AB son,
respectivamente,

Tg: —x+952+3=0, m:2x—y—2=0, @w.: —xr+2y—32—3=0.
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Por ejemplo, el primero de ellos se obtiene sabiendo que pasa por M, y es
—
perpendicular al vector BC' = (—1,0,5).

El plano que contiene al tridngulo ABC' es 7w : bx + 4y + z — 6 = 0. Luego,
1
la interseccién de los plano 7, N7, N7 es el punto (I’ 1, —§> , circuncentro de
ABC.

B
http://webpages.ull.es/users/amontes/jview/g1-05.html
—3 —
El producto escalar de los vectores AB = (—1,2,-3) y AC = (—2,2,2) es

cero; luego, el angulo en el vértice A es recto; por tanto, el circuncentro es el
punto medio M, del lado BC.
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SIMBOLOS
P—Cj : Vector de origen P y extremo @, 1
F: Conjunto de vectores fijos en el espacio ordinario, 1
V. Conjunto de vectores libres, 2
[P—Cj] : Vector libre, clase del vector fijo P—Q>, 2
R: Conjunto de los nimero reales, 2
E F G,H, Espacios o subespacios vectoriales, 3
K : Cuerpo (conmutativo), 3
f,9,h,.. Aplicaciones, 4
M, (K) Matrices cuadradas de orden n, con coeficientes en K, 4
FCE Subespacio vectorial, 5
A Subespacio generado por un subconjunto A C E, 6
B : Base de un espacio vectorial, 7
dimg E;dim E : Dimensiéon de un espacio vectorial, 7
PnlX] : Polinomios de grado n en la indeterminada X, 7
Fe&G=H: Suma directa de subespacios vectoriales, 9
Li(EF): Conjunto de las aplicaciones lineales de E en F, 10
Im(f) = f(E) : Imagen de una aplicacién lineal, 10
Ker(f) : Ntcleo de una aplicacién lineal, 10
PF - Proyector de E sobre F, 11
tf Aplicacion traspuesta o dual de una aplicacion lineal, 15
tA - Matriz traspuesta, 15
F,G,H,L,P: Subespacios afines o variedades lineales, 23
C : Variedad lineal afin generada por C € A, 27
PQ - Recta que contiene a los puntos Py @., 27
F|G : Variedades lineales paralelas, 29
(P P, P3) Razoén simple de tres puntos alineados, 48
PQ : Segmento de extremos Py (., 50
(2% :---:2™) . Coordenadas baricéntrica homogéneas, 54
f Aplicacién lineal asociada a una aplicacién afin f, 59
A(A) Grupo afin, 68
hpp : Homotecia de centro P y razén k, 73
Sp : Simetria central, 74
DF Proyeccion sobre F, 80
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S Simetria respecto a F, 83

u-: Producto escalar de vectores, 91

(E,-) : Espacio vectorial euclideo, 92

IN Conjunto de los nimero naturales, 93
ul v: Vectores ortogonales, 96

g,\ﬁ ; Angulo entre dos vectores, 101
A1lB: Conjuntos ortogonales, 102

|M| := det(M) : Determinante de una matriz, 107
U1 X ... X¥,_1 : Producto vectorial, 108

g: Algebra de Lie, 111
det(f) : Determinante de la matriz de una aplicacién lineal, 116
v.1LF: Vector ortogonal a una variedad lineal, 120
FLG: Variedades lineales ortogonales o perpendiculares, 121
d(P,F) : Distancia de un punto a una variedad lineal, 127

9L .

X producto vectorial de vectores: a X B, 156
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angulo, 101
angulo entre un vector y un subespacio, 105
dngulos suplementarios, 102

afinidad, 68

aplicacion afin, 59, 64
aplicacién dual, 15

aplicacién isométrica, 137
aplicacién lineal, 10

aplicacion lineal asociada, 59
aplicacion lineal traspuesta, 15
aplicacién ortogonal, 113

Bézier (Curvas de), 42

baricentro, 39, 40

baricentro de un tridngulo, 40

base de un espacio vectorial, 6

base dual, 14

base ortogonal, 97

base ortonormal, 97

bases con misma orientacion, 107
bases con orientacién contraria, 107
bases con orientacién opuesta, 107

Cauchy-Schwarz (Desigualdad de), 93
centroide, 40

Chasles (Relacién de), 20

combinacién lineal, 6

componentes de vector resp. a una base, 7
conjuntos ortogonales, 102

coordenadas baricéntrica homogéneas, 54
coordenadas baricéntricas, 46
coordenadas cartesianas, 31

coordenadas homogéneas, 35

curvas de Bézier, 42

Desigualdad de Cauchy-Schwarz, 93
Desigualdad de Minkowski, 93
Desigualdad triangular, 93
determinante de Gram, 132
dimensién de un espacio afin, 20
dimensién de un espacio vectorial, 7
dimensién de una variedad lineal, 23
dimensién finita, 6
distancia de un punto a una variedad lineal,
127, 129
distancia entre puntos, 125
distancia entre rectas, 133

ecuacion continua de la recta, 34
ecuaciones baricéntricas de una variedad li-
neal, 54

ecuaciones cartesianas, 34

ecuaciones implicitas, 34

ecuaciones paramétricas, 33

ecuaciones paramétricas de una recta, 34
eje coordenado, 31

espacio afin, 18, 19

espacio afin euclideo, 119

espacio dual, 14

espacio euclideo, 119

espacio vectorial, 3

espacio vectorial euclideo, 92

espacio vectorial euclideo real canénico, 92
espacios afines isomorfos, 68

estructura afin canénica o estandar, 20

forma bilineal, 89

forma bilineal definida, 91
forma bilineal positiva, 91
forma bilineal simétrica, 90
forma lineal, 14

giro, 144, 146

Gram determinate de, 132

Gram-Schmidt (Método de ortogonalizacién
de), 97

gramiano, 132

grupo ortogonal, 116

grupo ortogonal especial, 116

hiperplano del infinito, 37, 56
hiperplanos, 23

homologia, 143

homotecia, 73

identidad de Jacobi, 110

Identidad de polarizacién, 93

imagen de una aplicacién lineal, 10
isometria, 137

isometria lineal, 114

isometrias lineales directas (o positivas), 116
isometrias lineales inversas (o negativas), 116
isomorfismo afin, 68

isomorfismo de espacios vectoriales, 11

Jacobi (Identidad de), 110

Ley del paralelogramo, 20, 93

Ley del rombo, 93

linealmente dependientes, 6
linealmente independientes, 6
linealmente independientes puntos, 37
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longitud de un vector, 93

método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt,
97

matriz cambio de bases, 7

matriz de a una forma bilineal, 89

matriz métrica, 91

matriz métrica del producto escalar, 92

matriz ortogonal, 107

Minkowski (Desigualdad de), 93

movimiento, 137

movimiento helicoidal, 147

movimiento rigido, 114, 137

movimiento rigido , 112

nucleo de una aplicacién lineal, 10
norma de un vector, 93
norma euclidea, 93

orientacién en un espacio vectorial, 107
orientacién negativa, 107

orientacién positiva, 107

ortocentro, 57, 58

ortogonal subconjunto, 96

ortogonales, 96

ortonormal, 96

pies de la v. 1. perpendicular comin a otras
dos, 129

Pitdgoras (Teorema de), 97

plano del infinito del espacio afin real, 37

planos, 23

Polinomios de Legendre, 100

polinomios ortogonales, 100

producto escalar, 91

producto interno, 91

producto mixto, 110

producto punto, 91

producto vectorial, 108, 109
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